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概 要

最近の超低金利環境下で金融機関では資産のデュレーションが長期化し，金利リスクの増大が

懸念されている．一方，負債側では満期の定めのない流動性預金が高い比率を占めているが，そ

のうちのかなりの量は引き出されることなく長期間預金として滞留し，資産側の金利リスクの一

部を相殺すると考えられている．しかし，その滞留期間特性は不明確で，現状では金利リスクの

相殺効果はリスク管理上重要と考えられているものの，適切に評価できているとは言い難い．そ

こで本稿では，流動性預金の滞留期間を算出し，金利リスクを計測するための新しいモデルを提

案する．流動性預金の残高変化は金利に関連して変動すると考えて，マルコフ連鎖によりレジー

ム遷移する確率金利モデルをもとに，モンテカルロシミュレーションを用いて流動性預金残高の

時間変化を算出し，預金の滞留時間分布を求め，金利リスクを評価する．このモデルでは，金利

デリバティブの価格付け手法を使うことで将来時点の金利期間構造の変化を明示的に扱えるので，

預金残高を任意の期間の金利と関連付けてモデリングすることができる．また，金利リスクのスト

レステストを流動性預金に適用することも可能になる．数値例からは，既存の確率金利を用いた

評価モデルは急激な金利上昇を仮定しないとコア預金のリスク計測モデルとして機能しにくいが，

提案モデルは無理のない設定のもとでリスク計測モデルとして十分に機能しうることがわかった．

1 はじめに

金融機関は多くの流動性預金を負債として保有し，企業や個人への融資や有価証券への投資，プ

ロジェクトへの投資などを行っているが，近年では国債投資や住宅ローン貸付の増大により資産側の

デュレーションが長期化し，金利リスクの増大が懸念されている．一方，負債側では流動性預金額が

増加傾向にあるが，それが資産側の金利リスクをどの程度相殺できるのかあまり理解されていない．

このような流動性預金に関する問題は国際的な業務を行う金融機関に対するバーゼル規制でも重要視

されており，銀行勘定の金利リスク（IRRBB，Interest Rate Risk in the Banking Book）の重要課

題の一つとして取り上げられている [1, 19]．
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期限に定めがない預金は，いつでも引出可能であると考えれば滞留時間はほぼゼロとみなせるが，

実際にはある程度の量は引き出されることなく長期間預金されたままになっている．この引き出され

ることなく長期間滞留する預金はコア預金と呼ばれるが，滞留期間の特性はあまり理解されておらず，

現時点でデファクト・スタンダードとなる数理モデルも確立されていない．

流動性預金の金利リスク評価モデルはコア預金モデルと呼ばれており，現時点までにバーゼルの標

準的手法以外にもいくつものコア預金モデルが提案されてきた．データフォアビジョン [21]，日興リ

サーチセンター [24]，室町 [28]を参考にまとめると，それらは (1) 過去の残高データから将来の残高

を直接推定する直接推定型，(2) 金利などの説明変数と残高（被説明変数）の関係性を用いて，説明

変数の将来予測から間接的に推定する間接推定型に大別され，それぞれにさまざまなモデルが存在す

る．例えば，(1)の直接推定型にはヒストリカル法，残高比（残高の増加率）が混合正規分布に従う

とする混合正規分布モデル [22]，残高比のレジーム遷移を考慮するAA-Kijimaモデル [14]などがあ

る．(2)の間接推定型には金利参照型モデル，金利・景気参照型モデル，コピュラを用いたモデルな

どがあり，金利参照型モデルには固定性預金と流動性預金の残高比と金利の関係を考慮する固定性預

金残高比変動モデルとその改良モデル [16, 15, 26, 25]，残高比が自己回帰モデルに従うとする固定性

預金残高比自己回帰モデル [28]，Hull-Whiteの確率金利モデルを用いたDFV（データフォアビジョ

ン）モデル [21]，預金金利と市場金利の差や長短金利差との時系列的な関係を考慮する野村モデルな

どがあり，金利・景気参照型モデルにはCPCモデル [17]がある．他にも，預金の流出入をモデル化

する預金流出入モデル [27]，預け入れられた時点からの預金額の流出を預金額の死亡とみなして生存

解析の手法を適用する預金寿命モデル [12]があり，さらに，もともとは流動性預金の現在価値を評価

するために提案された JvDモデル [7]，O’Brienモデル [10]，OTSモデル [11]なども広い意味でコア

預金モデルの一種とみなされることもある．

この中で現在の邦銀において最も標準的なのは AA-Kijimaモデルであるが，金利のような残高変

化に関連すると考えられる変数との関係性が考慮されていないため，2010年以降は金利モデルを前提

とした新たな評価モデルが提案されるようになってきた．このような動きは，流動性預金のリスクを

単体で評価するのではなく，他の資産・負債とあわせて金融機関のポートフォリオ全体を評価する統

合リスク評価へと繋がると考えられるので，非常に望ましい．しかしながら既存のモデルでは，過去

のデータに基づいてパラメータを設定をすると流動性預金残高は上昇の一途を辿ることになってしま

うため，リスク評価としてはまともに機能しない．そのため，明日から突然金利が急上昇するといっ

た無理なトレンドを持つようにパラメータを設定しなければならず，その結果として将来の期待残高

は突然減少に転じることにならざるを得ないが，そのような変化は現時点において決してもっともら

しいものではない．

本稿では，このような矛盾を解消できる新たな流動性預金残高推定モデルを提案する．他の金利参

照型モデルと同様に，流動性預金残高は金利の動向に影響されると考えて，モデルの基礎には確率金
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利モデルを使用するが，AA-Kijimaモデルの特徴であるレジーム遷移過程を取り入れることで，現

在のマイナス金利環境の継続性を考慮しつつ，今以上の金利低下を避けながらも将来の金利上昇を自

然に織り込める，より現実的なモデルを構築する．また，デリバティブの価格付け理論を適用するこ

とで将来の金利期間構造全体の変動を扱えるようにすることで，預金残高変化は任意の期間の金利と

関連付けてモデル化できることになる．具体的な計算にはモンテカルロシミュレーションを使用する

ので，例えば参照変数の採択に時間差（タイムラグ）を考慮することもできるようになるため1，モ

デルの柔軟性も向上する．さらに，外部から与えられた金利シナリオを反映したストレステストも適

用可能になるので，他の資産・負債の金利ストレステスト結果との合算評価も可能であり，従来より

も統合的に資産・負債の金利リスクを議論できるようになる．

預金残高の変動を金利のレジーム遷移過程を用いたモデルで表現することには違和感があるかもし

れない．実際に，現在は預金残高と金利の関係がまったく見られない，という実務家の指摘もある．

しかしこの指摘を「超低金利・マイナス金利環境下では預金残高と金利の関係が消失する」と言い換

えれば，それこそ本稿のモデルをサポートする有力な観測事実である．なぜならば，このモデルでは

預金残高と金利の関係は金利のレジームによって変わると考えるのが自然だからである．

本稿の構成は以下である．2節では提案モデルの前提となる知識を整理し，3節で提案モデルの詳

細を説明して，4節ではモデルパラメータのカリブレーションについて述べる．5節では簡単な数値

例で提案モデルの特性を示し，6節では最近の観測データから推定したモデルパラメータによる結果

を示して，7節でまとめる．

2 モデルの基礎

本節では，本稿で提案するモデルで用いる理論の基礎を説明する．

2.1 Hull-Whiteモデル（拡張Vasicekモデル）

時刻 t, t ≥ 0における瞬間的なスポットレート（短期金利とも呼ばれる）を r(t)とする．将来のス

ポットレート r(t)が観測確率 P のもとで

dr(t) = a(m− r(t))dt+ σdz(t), t ≥ 0 (2.1)

リスク中立確率 P̃ のもとで

dr(t) = (ϕ(t)− ar(t))dt+ σdz̃(t), t ≥ 0 (2.2)

1武田 [20]は，個人の預金残高前年比は金利に対して 12ヶ月のタイムラグで相関係数や回帰係数の絶対値が最大になる

ことを示した．一方，公金や企業の預金残高前年比ではタイムラグをとるほど低下する．
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に従うと仮定する．ただし，a, σは正定数，mは定数，ϕ(t)は時刻 tの確定的な関数，z(t)と z̃(t)はそ

れぞれP と P̃ のもとにおける標準ブラウン運動とする．(2.1)はVasicekモデル，(2.2)はHull-White

モデルの一種である．また，

λ(t) ≡ am− ϕ(t)

σ
(2.3)

はリスクの市場価格と呼ばれ，λ(t)があるテクニカルな条件（例えばNovikov条件）を満たすとき，

確率測度 P から P̃ への測度変換は，十分に大きな T > 0をとり，確率過程

Z(t) = exp

{
−
∫ t

0
λ(s)dz(s)− 1

2

∫ t

0
λ2(s)ds

}
, 0 ≤ t ≤ T (2.4)

を用いて，事象A ∈ FT に対して

P̃{A} = E [1AZ(T )] (2.5)

で与えられることがギルサノフの定理により保証される．ここで，1Aは事象 Aが真ならば 1，偽な

らば 0になる定義関数である．

時刻 tにおける値 r(t)が既知のとき，(2.1)より，観測確率 P のもとで

r(s) = m+ (r(t)−m)e−a(s−t) + σ

∫ s

t
e−a(s−u)dz(u), 0 ≤ t ≤ s, (2.6)

となるので，

Et[r(s)] = m+ (r(t)−m)e−a(s−t), (2.7)

Vt[r(s)] = σ2B(2a, t, s) = σ2B(2a, 0, s− t) (2.8)

B(a, t, T ) =
1− e−a(T−t)

a
(2.9)

となる．ここで，Et[·]は観測確率 P のもとにおける条件付期待値演算子，Vt[·]は観測確率 P のもと

における条件付分散演算子である．同様に，(2.2)より，リスク中立確率 P̃ のもとで

r(s) = r(t)e−a(s−t) +

∫ s

t
ϕ(u)e−a(s−u)du+ σ

∫ s

t
e−a(s−u)dz̃(u), 0 ≤ t ≤ s ≤ T, (2.10)

となるので，

Ẽt[r(s)] = r(t)e−a(s−t) +

∫ s

t
ϕ(u)e−a(s−u)du, (2.11)

Ṽt[r(s)] = Vt[r(s)] = σ2B(2a, t, s) (2.12)

となる．ここで，Ẽt[·]はリスク中立確率 P̃ のもとにおける条件付期待値演算子，Ṽt[·]はリスク中立

確率 P̃ のもとにおける条件付分散演算子である．
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また，満期 T の割引債の時刻 tにおける価格は

P (t, T ; r(t)) = A(a, t, T ) exp {−B(a, t, T )r(t)} (2.13)

log Â(a, t, T ) =
σ2

2a2
[T − t− 2B(a, t, T ) +B(2a, t, T )]−

∫ T

t
ϕ(u)B(a, u, T )du (2.14)

で与えられ，(2.13)より，時刻 tにおける満期 T のゼロレート（割引債の最終利回り）は，

R(t, T ) = − logP (t, T ; r(t))

T − t
=

B(a, t, T )

T − t
r(t)− log Â(a, t, T )

T − t
(2.15)

と表現できる．

2.2 マルコフ局面転換モデル（Markovian Regime-Switching Model）

時刻を t, t ≥ 0で表し，現在を t = 0として，観測確率 P のもとで連続時間，有限状態のマルコフ

連鎖モデルを考える．複数のK 個の状態（局面，レジームとも呼ばれる）k = 1, · · · ,K があるもの

として，時刻 tにおける状態をマルコフ連鎖X(t)で表現する．X(t) ∈ {e1, · · · , eK}はK 次元ベク

トルで，ベクトル ej の第 i成分は (ej)i = δij（δij はクロネッカーのデルタ），つまり，第 j成分のみ

1でその他の成分は 0の単位ベクトルである．Elliotte [2]や Elliotte et al. [3]によると，レジーム推

移の generator は定常的であると仮定して

Q = (qij)i,j=1,2,··· ,K， qij =


lim
∆t→0

P{X(t+∆t) = j|X(t) = i}
∆t

, j ̸= i

−
∑
k ̸=i

qik, j = i
(2.16)

とすると，K 次元ベクトルM(t)を P–マルチンゲールとして，

X(t) = X(0) +

∫ t

0
QX(s)ds+M(t), t ≥ 0 (2.17)

と表現できる．

リスク中立確率 P̃ のもとにおける generator も定常的であると仮定して，(2.16) と同様に Q̃ =

(q̃ij)i,j=1,2,··· ,K を定義すると，こちらもK 次元ベクトル M̃(t)を P̃–マルチンゲールとして，

X(t) = X(0) +

∫ t

0
Q̃X(s)ds+ M̃(t), t ≥ 0 (2.18)

と表現できる．

なお，マルコフ局面転換性を持つ金融市場モデルは一般に非完備であり，リスク中立確率は無数

に存在しうる．この問題に関しては，Elliotte et al. [4, 6]による regime switching random Esscher

transform を用いた P と同値なマルチンゲール測度を P̃ とすることで対応し，本稿では詳述しない．

また，P から P̃ への測度変換では確率過程X(t)に対するリスクの市場価格を考慮する必要があり，

Qと Q̃の関係にもそれらが反映されるが，本稿ではQと Q̃をそれぞれ扱うことで対応し，X(t)に

対するリスクの市場価格は明示的に扱わない．

5



3 モデル

本節では新しいコア預金モデルを提案する．3.1節でモデルの全体像を，3.2節で核となる確率金利

モデルについて説明し，3.3節で金利期間構造の算出について説明する．ここで使う確率金利モデル

は前節で説明したモデルを統合したマルコフ局面転換拡張バシチェックモデル（Markovian Regime-

Switching Extended Vasicek Model）である．3.4節ではシミュレーション手法について説明し，3.5

節で預金残高と金利の関係のモデル化について簡単に触れる．

3.1 モデルの全体構成

提案モデルでは，将来の流動性預金残高の確率分布を時系列的に作成するためにモンテカルロ・シ

ミュレーションを使用する．実際のところ，さまざまな銀行のさまざまな種類の預金残高が金利だけ

に依存して決まるとは考えられないが，ここでは金利だけに依存するものとして全体像を記述する．

もちろん，他の変数，例えば株価インデックスやCPI，あるいは地域人口などに依存することがデー

タ分析の結果として得られれば，それらの変数とその将来変動モデルもモンテカルロ・シミュレー

ションの中に組み込めばよい．

提案モデルにおける流動性預金残高の評価を行う手順は以下である．

流動性預金残高の評価手順

1. 確率金利モデルをもとに，評価終了時点 T までの将来のシナリオ（ここでは金利のシナリオの

みを想定）を乱数を使って発生させる．乱数から直接生成するのはスポットレート（短期金利）

だけであるが，金利デリバティブの価格付け理論を用いることで，各時点の短期金利の値をも

とに各時点における金利期間構造を生成できる．以下ではこれを金利期間構造シナリオと呼ぶ．

2. 流動性預金の種類ごとに，評価時点 t1, t2, · · · , tn = T までの金利期間構造シナリオに基づいて，

残高と金利との関係性を考慮しながら預金残高の推移を計算する．

3. 評価時点 t1, t2, · · · , tn = T の各時点ごとに全ての流動性預金残高の総和を求める．これが流動

性預金の総残高のサンプルパスになる．

4. サンプルパスが十分な数に達するまで，1-3の作業を繰り返す．

5. 評価時点 t1, t2, · · · , tn = T の各時点で総残高の分布を作成し，コア預金について議論する．通

常行われる議論は以下である．

(a) 時点 ti, i = 1, · · · , nにおける総残高の分布から，Volume at Risk VaRα(ti)を算出する．

VaRα(ti)としては，適当な信頼水準 α（α = 0.99 (99%) がよく使われる）を設定し，総

残高の 100(1− α)パーセント点を求め，それを各時点のVaRα(ti)とする．
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(b) 通常，時点が進むにつれてVaRα(t)は低減していくので，その差額VaRα(ti)−VaRα(ti+1)

を滞留期間 tiのコア預金額とし，差額が負になるときはゼロとする．すなわち，滞留期間

tiのコア預金額をmax(VaRα(ti)−VaRα(ti+1), 0)で与える．ただし，VaRα(0)は現時点

の総残高とする．

(c) コア預金額の滞留期間の分布（マチュリティー・ラダー）をもとに流動性預金全体のデュ

レーションなどの金利感応度を算出し，金利リスクを評価する2．

上記のうち，手順 1では将来金利を発生するために確率金利モデルが必要であり，手順 2では預金

種類別あるいはコーホート別に預金残高と金利との関係のモデル化が必要である．

3.2 マルコフ局面転換拡張バシチェックモデル（Markovian Regime-Switching Ex-

tended Vasicek Model, MRSEVモデル）

時刻 t, t ≥ 0における瞬間的なスポットレート r(t)が，観測確率 P のもとで，

dr(t) = a (⟨m,X(t)⟩ − r(t)) dt+ ⟨σ,X(t)⟩dz(t), k = 1, · · · ,K, t ≥ 0, (3.1)

リスク中立確率 P̃ のもとで，

dr(t) = (⟨ϕ(t),X(t)⟩ − ar(t)) dt+ ⟨σ,X(t)⟩dz̃(t), k = 1, · · · ,K, 0 ≤ t ≤ T, (3.2)

に従うものとする．ただし，aとσk, k = 1, · · · ,Kは正定数，m = (m1, · · · ,mK)⊤，σ = (σ1, · · · , σK)⊤

はそれぞれK 次元定数ベクトル，ϕ(t) = (ϕ1(t), · · · , ϕK(t))⊤は時刻 tの確定関数からなるK 次元

ベクトル，⟨A,B⟩はベクトルAとBの内積，z(t)と z̃(t)はそれぞれ P と P̃ のもとにおける標準ブ

ラウン運動である．z(t)に対するリスクの市場価格 λ(t)は

λ(t) =
⟨am− ϕ(t),X(t)⟩

⟨σ,X(t)⟩
(3.3)

であり，X(t)に依存する確率過程となる．リスクの市場価格はVasicekモデルでは定数，Hull-White

モデルでは時刻 tの確定関数であるが，このモデルでは一般にレジームX(t)に依存する確率過程にな

る．以下ではこのモデルをマルコフ局面転換拡張バシチェックモデル（Markovian Regime-Switching

Extended Vasicek Model）と呼び，MRSEVモデルと略称する．

(3.3)の λ(t)は一般にX(t)に依存する確率過程であるが，モデルパラメータの推定を容易にする

ために，以下を仮定する．

仮定 3.1. (3.3)で与えられるリスクの市場価格 λ(t)は時刻 tの確定関数である．

2この段階では預金利率の市場金利への追随率なども算出して金利リスクを評価するが，本稿では立ち入らない．
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仮定 3.1より，確率測度による平均回帰水準の差 ⟨m− 1
aϕ(t),X(t)⟩は時刻 tとレジームX(t)に依

存し，X(t) = ekのとき，

ϕk(t) = amk − σkλ(t) (3.4)

となる．このため確率金利モデルは，観測確率 P のもとでは Vasicekモデル，リスク中立確率 P̃ の

もとでは拡張Vasicekモデル（Hull-Whiteモデル）となるので，このモデルで現在時点における金利

期間構造を再現することができる．

3.3 MRSEVモデルにおける割引債価格

Elliotte and Siu [5]と同様の議論より，時刻 tにおける満期T の割引債価格は，r(t) = r, X(t) = X

として

P (t, T, r,X) = Ẽ

[
exp

{
−
∫ T

t
r(u)du

}∣∣∣∣ r(t) = r, X(t) = X

]
= exp {A(t, T,X)−B(t, T )r} , (3.5)

B(t, T ) =
1− e−a(T−t)

a
, (3.6)

のように表現され，A(t, T,X) = (A1, A2, · · · , AK)⊤，Ai(t, T ) = A(t, T, ei)は，境界条件

Ai(T, T ) = 0, i = 1, · · · ,K (3.7)

のもとにおける連立常微分方程式

dAi(t, T )

dt
− ϕi(t)B(t, T ) +

1

2
σ2
iB

2(t, T ) + e−Ai(t,T )⟨K, Q̃ei⟩ = 0, i = 1, · · · ,K (3.8)

を満たす．ただし，K = (K1, K2, · · · ,KK)⊤，Ki = K(t, T, ei) = exp{A(t, T, ei)} = eAi(t,T )であ

る．(3.8)は，

eAi(t,T )dAi(t, T )

dt
+

{
1

2
σ2
iB

2(t, T )− ϕi(t)B(t, T )

}
eAi(t,T ) + ⟨K, Q̃ei⟩ = 0 (3.9)

と変形できるので，Āi(t, T ) = exp(Ai(t, T ))は

dĀi(t, T )

dt
+

{
1

2
σ2
iB

2(t, T )− ϕi(t)B(t, T )

}
Āi(t, T ) +

K∑
j=1

Āj(t, T )q̃ji = 0, i = 1, · · · ,K (3.10)

の解でもある．(3.10)の境界条件は，(3.7)より，

Āi(T, T ) = 1, i = 1, · · · ,K (3.11)
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となる．

以上より，連立常微分方程式系 (3.10)を境界条件 (3.11)のもとで解けば，(3.5)–(3.6)より割引債

価格が得られることになる．しかし実際には，満期 T における終端条件 (3.11)を初期条件（時刻に

関する境界条件）として時刻 tに関してバックワードに現在時点 t = 0まで計算することになり，そ

の場合はコルモゴロフの前向き方程式 (3.10)ではなく，コルモゴロフの後向き方程式

dĀi(t, T )

dt
+

{
1

2
σ2
iB

2(t, T )− ϕi(t)B(t, T )

}
Āi(t, T ) +

K∑
j=1

q̃ijĀj(t, T ) = 0, i = 1, · · · ,K (3.12)

を解くことになる．(3.11)を境界条件とする連立常微分方程式系 (3.12)は Runge-Kutta法などで数

値的に解くことができて，時刻 tにおける満期 T のゼロレートは，

R(t, T, r(t),X(t)) = − logP (t, T, r(t),X(t))

T − t
(3.13)

で与えられる．

3.4 MRSEVモデルのシミュレーション

MRSEVモデルの中核となる確率過程は (X(t), r(t))であり，これらの情報をもとに時刻 tにおけ

る金利期間構造が常微分方程式を解くことで求められる．

現在時点 t = 0におけるレジームと短期金利の値 (X(0), r(0))を既知，数値計算のタイムステップ

を十分に小さな∆t > 0，評価期間終了時刻を T, T > 0として，以下の手順で観測確率 P のもとにお

けるレジームと短期金利のモンテカルロ・シミュレーションを行う．

レジームと短期金利のモンテカルロシミュレーションの手順

1. i = 0とおく．

2. X(i∆t)のゼロでない成分を第 ki成分とし，r(i∆t) = riとする．

3. (3.1)に従い，標準正規乱数を使って短期金利 r((i+ 1)∆t)を生成する．具体的には，レジーム

を kiとして，(2.7)–(2.9)をもとにm = mki , σ = σki , r(t) = ri, s− t = ∆tとして算出する．

4. generator Qと (0, 1)上の一様乱数を使い，X((i+ 1)∆t)を生成する．具体的には，

(a) (0, 1)上の一様乱数 U を発生する．

(b) U ≤ exp(qkiki ·∆t)ならば第 ki成分を 1，その他の成分を 0にする．

(c) U > exp(qkiki ·∆t)ならば

ϵ =
U − exp(qkiki ·∆t)

1− exp(qkiki ·∆t)
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を計算し，
j−1∑

k=1, k ̸=ki

qki,k < ϵ
∑
k ̸=ki

qki,k ≤
j∑

k=1, k ̸=ki

qki,k

を満たす第 j成分を 1とし，その他の成分を 0にする．ここで，qkiki < 0である．

5. (i+ 1)∆t < T ならば i = i+ 1とおき，手順 2に戻る．(i+ 1)∆t = T ならば手順 6に進む．

6. シナリオ数が十分に得られたら，終了する．十分でなければ手順 1に戻る．

手順 4で遷移強度に応じたレジーム遷移を行っている．流動性預金残高の評価のために将来時刻

tにおける金利期間構造，例えば，瞬間的な短期金利 r(t)ではなく，時刻 tにおける期間 τ の金利

R(t, t + τ)（ゼロレートを想定）が必要になる場合は，(X(t), r(t))をもとに 3.3節の議論を用いて

R(t, t+ τ ; r(t),X(t))を算出する．具体的には，

Āi(t+ τ, t+ τ) = 1 (3.14)

を境界条件として (3.12)を解き，(3.5)の割引債価格 P (t, t+ τ, r(t),X(t))を求め，

R(t, t+ τ ; r(t),X(t)) = − logP (t, t+ τ, r(t),X(t))

τ
(3.15)

とすればよい．

本項で示したモンテカルロシミュレーションでは観測確率 P のもとで将来シナリオを生成してい

る．一方，手順の後に記した金利期間構造の算出では，金利を原資産とする割引債の価格付けをして

いるので，リスク中立確率 P̃ を用いている．このように，本稿で提案するモデルでは観測確率 P と

リスク中立確率 P̃ の両方が使われているが，将来価値ベースによるリスク評価を行う場合は理論的

にこのようになるケースが多い．詳細はKijima and Muromachi [9]や室町 [29]を参照されたい．

3.5 預金残高のモデル化に関して

実際の分析では，流動性預金を預金種類，利率の種類，一口当たりの規模，預金者属性などをもと

に分類し，それぞれの過去データをもとに預金残高の増減率と金利との関係性をモデル化する．

本稿のモデルでは，確率的なスポットレートモデルを用いたことで金利期間構造を扱えるため，預

金残高（あるいはその増減率）とさまざまな期間の金利との関係を扱うことができる．また，金利の

レジームに応じて預金残高と金利の関係を変えることも可能であり，現在のマイナス金利環境下で残

高と金利に関係性がみられないという観測事実も，マイナス金利レジームにおける顕著な特徴として

表現できる．さらに，将来の残高推移をモンテカルロシミュレーションで算出するため，預金残高と

同時点の金利だけでなく，例えば 1ヶ月前の金利との関係を考えるといったタイムラグを取り入れた

モデルを構築することも可能である．
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4 カリブレーションの概略

本節では，レジーム数 K を与えたときのモデルパラメータ a，(mk, σk), k = 1, · · · ,K，Q =

(qij)i,j=1,··· ,K，Q̃ = (q̃ij)i,j=1,··· ,K，λ(t) および初期滞留確率（初期時点においてレジーム k に属

する確率）ρk = P{X(0) = ek}, k = 1, · · · ,K の推定の概略を述べる．

4.1 過去の金利データを用いたパラメータ推定

まず，サンプリング間隔∆tの短期金利（例えば 1ヶ月 LIBOR ）の観測データ r0, r1, · · · , rT をも

とに，観測確率 P のもとにおけるモデルパラメータ (mk, σk), k = 1, · · · ,K，a，定常的な一期間レ

ジーム遷移確率行列 P = (pij)i,j=1,··· ,K，

pij ≡ P{it+∆t = i|it = j}, i, j = 1, · · · ,K, (4.1)

および初期滞留確率 ρk = P{X(0) = ek}, k = 1, · · · ,K は EMアルゴリズムを用いて推定できる．

さらに，定常的な generator Q = (qij)i,j=1,··· ,K を用いると，

P = exp {Q} =

∞∑
k=0

Qk

k!
(4.2)

と書けるので，金利の過去データから推定された P̂ をもとに，p̂ij ≥ 0, i ̸= j, i, j = 1, · · · ,Kの制約

条件のもとで generator Q̂を推定できる．

本稿ではモデルの紹介に注力するので，上記で用いるEMアルゴリズムの具体的な手順や数式の導

出は省略する．また，EMアルゴリズムに関しては石島 [13]，小西ら [18]，中川 [23]を参照されたい．

4.2 現在時点の金利期間構造を用いたパラメータ推定

4.1節で推定された観測確率 P の下におけるモデルパラメータと，現時点 t = 0における金利期間

構造の観測データをもとに，リスク中立確率 P̃ の下における generator Q̃と，標準ブラウン運動 z(t)

に対するリスクの市場価格 λ(t)を推定する．

これらのパラメータは最適化手法を用いて同時推定することが理想的であるが，ここでは簡便的な

推定手法として次の二段階推定手法を提案する．簡単のため，現在は初期滞留確率 ρk の最も高いレ

ジームにいるものとする．すなわち，X(0) = ek̂, k̂ = argmaxk ρkとする3．

1. 現在の金利期間構造に最もよくフィットするように，generator Q̃を求める．例えば，
∑K

j=1 p̃ij =

0, i = 1, · · · ,K，p̃ij ≥ 0, i ̸= j, i, j = 1, · · · ,K，および λ(t) = 0の制約条件のもとで，現時点

3X(0)を分布を用いて表現することもできるが，本稿では扱わない．
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における期間 i年（i = 1, 2, · · · , 10）のゼロレートRobs(0, i)に最もよくあうように Q̃の成分を

推定する．具体的には，

V ≡
10∑
i=1

(
R(0, i; r(0),X(0))−Robs(0, i)

Robs(0, i)

)2

(4.3)

を最小化する generator
ˆ̃Qを最適化の数値計算パッケージを用いて求める．

2. i = 1, 2, · · · , 10のそれぞれに対して，t ∈ [i − 1, i)において λ(t) = λi（一定）と仮定して，

R(0, i; r(0),X(0)) = Robs(0, i)，すなわち，モデルにおける理論ゼロレートR(0, i; r(0),X(0))

が観測されるゼロレートRobs(0, i)と一致するように，λiを iの小さい順に求めていく4．

この二段階推定手法を用いれば，モデルから算出される金利期間構造の 1, 2, · · · , 10年のゼロレート

を現在の観測値と一致させることができる．

5 数値例

本節では提案モデルによる簡単な数値例を示す．まず，提案モデルにより生成される金利期間構造

の例，次に試験的に行ったカリブレーションの例を示す．続いて，MRSEVモデルによる将来金利の

シミュレーションを行い，預金残高の増減率と金利の間に単純な関係式を仮定したときの預金残高の

将来分布，およびコア預金の滞留期間の分布（マチュリティー・ラダー）と平均滞留期間の数値例を

示す．ここではレジーム遷移の効果を示すため，レジーム遷移を考慮する場合と考慮しない場合を比

較する．

流動性預金の金利リスク評価にはさらに預金金利の市場金利への追随率などの議論も必要である

が，本稿では割愛する．また，以下では LIBORを想定するが，期間構造を持つ金利であれば国債金

利などに対しても適用可能であり，将来的には LIBORの代替となる金利にも適用可能である．

なお，ここで示す数値例の計算では，実際の観測データから推定されたモデルパラメータの値も用

いるが，モデルの特性を明確に示すため，一部のパラメータには ad hocな値を使用する．ほぼすべ

てのパラメータを最近の観測データから推定したときの結果は 6節に示す．

5.1 金利期間構造

はじめに金利期間構造の数値例を示す．ここでは超低金利，低金利，中程度の金利の 3レジーム

（K = 3）を想定し，表 1のように各レジームのパラメータを設定する．これらの数値のうち，平均

回帰水準mk 以外は，2003年 1月から 2018年 2月の 1ヶ月 LIBORの月次時系列データから EMア

4LIBOR市場の金利期間構造を求める際の Bootstrap法のときのように，期間の短い方から一意的に決まっていく．
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ルゴリズムを用いて推定された値である5．また，本節でのみ，観測確率 P のもとにおけるレジーム

遷移の generator Qを

Q̃ =


−0.25 0.20 0.05

0.15 −0.25 0.10

0.05 0.15 −0.20

 (5.1)

で与えるが，これらもレジーム遷移の効果が見られるように ad hocに設定した値である．推定値（後

出の (5.2））を使用しなかった理由には，一部の成分がゼロになることを嫌ったこともあるが，実際

にはゼロ成分が含まれていても問題は生じない．

表 1: 3つのレジームのモデルパラメータ

regime a mk (%) σk (%)

1 （超低金利） 0.4 -0.05 % 0.02 %

2 （低金利） 0.4 1.1 % 0.09 %

3 （中金利） 0.4 2.7 % 0.54 %

図 1に初期時点の短期金利が r(0) = m1 = −0.05%，リスクの市場価格 λ(t) = 0としたときの金利

期間構造を示す．この図の横軸は期間（年），縦軸はフォワードレート（%）で，「initial k」は初期

時点にレジーム kにいたときの金利期間構造，「regime k」は常にレジーム kに留まる（レジーム遷

移を考慮しない）ときの金利期間構造で，後者は拡張Vasicekモデルのパラメータが (a, ϕk(t), σk)の

ときの金利期間構造と同じである．初期時点のレジームが異なると，その後のレジームの確率分布が

異なるので，金利期間構造も異なってくる．また，「initial k」の金利期間構造の「regime k」の金利

期間構造からの乖離はレジーム遷移の効果を示している．それぞれの「initial k」の金利期間構造は，

当初は「regime k」の金利期間構造に沿っているが，期間が長くなるとともにレジーム遷移の効果が

累積的に効いてくるため，次第に乖離してカーブは中央付近へと伸びてくる．

参考のため，r(0) = m2 = 1.1%，λ(t) = 0のときの金利期間構造を図 2に，r(0) = m3 = 2.7%，

λ(t) = 0のときの金利期間構造を図 3に示す．大まかな傾向は図 1と同様で，初期時点のレジームが

kであれば当初は「regime k」の金利期間構造に沿うが，期間が長くなるとともに次第に乖離して中

央付近へと伸びてくる．

次に，リスクの市場価格 λ(t)の効果を見るために，r(0) = 1.1%のケースで，λ(t) = 0.5としたと

きの金利期間構造を図 4に，λ(t) = −0.5としたときを図 5に示す．λ(t) = λが定数の場合，(3.4)よ

56節に示すように，実際に推定されたmk は近年の長期におよぶ日本の超低金利環境を反映してどれも値が小さく，差

も小さいため，提案モデルの特性が現れにくい．そこで本節では，mk には表 1に示す ad hocな値を使用している．
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図 1: ゼロレートの期間構造　 r(0) = −0.05%
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図 2: ゼロレートの期間構造　 r(0) = 1.1%
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図 3: ゼロレートの期間構造　 r(0) = 2.7%

り，リスク中立確率 P̃ 下のレジーム kにおける平均回帰水準は，観測確率 P 下の平均回帰水準に比

べて−σkλ/aだけ変化するので，λ > 0のときは平均回帰水準が低下し，λ < 0のときは平均回帰水

準が上昇する．また，その低下幅あるいは上昇幅は σkが高いレジームほど大きくなるが，今扱って

いる数値例では，中金利のレジームでは金利期間構造のカーブの上昇・下落は顕著に見られるが，超

低金利のレジームでは上昇・下落はあまり明確にならない．

本節では金利期間構造のパラメータ依存性を簡単に示したが，以上の結果から，提案モデルによる

金利期間構造はさまざまな形状の滑らかなカーブを描きうることがわかる．
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図 4: ゼロレートの期間構造　 r(0) = 1.1%, λ(t) = 0.5
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図 5: ゼロレートの期間構造　 r(0) = 1.1%, λ(t) = −0.5

5.2 カリブレーション

次に，まだ試験的な推定結果ではあるが，カリブレーションの数値例を示すことで，この提案モデ

ルにより現時点の金利期間構造を概ね再現できることを示す．「現時点の金利期間構造を再現できるこ

と」は，市場性資産からなるポートフォリオの金利リスク計測との統合評価を検討する際に，あるい

は流動性預金の金利リスク評価を金利ストレステストの一部に組み込むことを検討する際に，モデル

が持つべき性質として好ましい．

各レジームの推定値には表 1の値を使用する6．さらに本節では，実際のデータに対して提案した

カリブレーション手法が有効であることを示すため，観測確率 P 下の generator Qには，2003年 1

月から 2018年 2月の 1ヶ月 LIBORの月次時系列データから EMアルゴリズムを用いて推定された

Q̂ =


−0.05 0.04 0.01

0.08 −0.17 0.09

0 0.14 −0.14

 (5.2)

を使用する．このQは，1年間のレジーム遷移確率行列に変換すると，
0.952 0.037 0.011

0.072 0.850 0.078

0.005 0.120 0.875

 (5.3)

に相当する．なお，本節以降のすべての計算では (5.2)のQを使用する．
6推定方法の詳細は今後，別の論文で紹介する予定である．
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5.2.1 ケースA

ケースAでは，現在時点 t = 0におけるゼロレート（割引債の最終利回り）が，期間を T（年）と

して

R(T ) = −0.001 + 0.0016T − 0.00005T 2, 0 ≤ T ≤ 10, (5.4)

（R(T ) = 0.01は 1.0%を表す）で与えられる場合を考える．具体的には，(5.4)により与えられる 1年

ごとのゼロレートの値を正確に再現するようなリスク中立確率 P̃ のもとにおける generator Q̃とリ

スクの市場価格 λ(t)を推定する．例えば，初期時点のレジームが 1であったとすると，4.2節の方法

による generator Q̃の推定値は

ˆ̃Q =


−0.597 0.195 0.402

0.183 −0.184 0.001

0 0.178 −0.178

 (5.5)

となり，リスクの市場価格 λ(t)は 1年ごとに一定値をとる，すなわち λ(t) = λi, i − 1 ≤ t < i, i =

1, · · · , 10 と仮定すると表 2の 2行目（ケースA）のようになる．

表 2: リスクの市場価格の推定値

区間（年） [0, 1] [1, 2] [2, 3] [3, 4] [4, 5] [5, 6] [6, 7] [7, 8] [8, 9] [9, 10]

ケースA −2.145 0.995 −0.244 0.759 −0.304 0.348 −0.490 0.044 −0.560 −0.069

ケース B −0.602 0.815 −0.437 0.548 −0.466 0.330 −0.464 0.173 −0.446 0.049

これらの推定値を用いて算出された金利期間構造を図 6に示す．図 6の横軸は期間（年），縦軸は

ゼロレート（%）である．この図より，generator
ˆ̃Qだけでは入力値である金利期間構造を完全に再

現することはできないが，リスクの市場価格 λ̂(t)も用いることでゼロレートの入力値を完全に再現

できることがわかる．また，generator だけを考慮した場合の金利期間構造は，5年未満では入力値

（×印）を下回り，その後は上回るというように入力値を上下しているが，これは定性的に generator

の推定がうまく機能している（入力値から大きく乖離しない結果を与えている）ことを示唆している．

なお，この図では 2年以下の金利期間構造に不自然な歪曲が見られるが，より短い間隔，例えば 0.5

年ごとにゼロレートの入力データを設定することにより，このような歪曲を回避できると考えられる．
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図 6: カリブレーション：ゼロレートの期間構造 （ケースA）

5.2.2 ケースB

ケース Bでは，t = 0におけるゼロレートが

R(T ) = 0.02, 0 ≤ T ≤ 10, (5.6)

すなわち 2.0%フラットで与えられる場合を考える．ここでも初期時点のレジームが 1であったとす

ると，4.2節の方法による generator Q̃の推定値は

ˆ̃Q =


−4.595 0.914 3.681

0.002 −0.136 0.134

0 0.154 −0.154

 (5.7)

となり，リスクの市場価格 λ(t)は 1年ごとに一定値をとると仮定すると表 2の 3行目（ケースB）の

ようになる．

これらの推定値を用いて算出された金利期間構造を図 7に示す．図の横軸は期間（年），縦軸はゼ

ロレート（%）である．図 7からも，generator
ˆ̃Qだけでは実際の金利期間構造を再現することは難

しいが，リスクの市場価格 λ̂(t)も用いることで再現できることがわかる．また，この図でも 2年以下

の金利カーブに不自然な歪曲が見られるが，より短い間隔で金利のデータを与えることにより歪曲を

回避できると考えられる．

本節で示したのは 2例だが，与えられた金利期間構造は提案モデルでおよそ再現できると考えてい

る．この再現性は実務で使用する金利モデルにとって必要な条件であり，過大な計算負荷をかけずに

パラメータを推定できることは非常に望ましい．
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図 7: カリブレーション：ゼロレートの期間構造 （ケース B）

5.3 将来の短期金利の分布と金利期間構造

以下では，5.2.1節のケースAでレジーム遷移を考慮したMRSEVモデルと，同じ設定のもとでレ

ジーム推移を考慮せず常にレジーム 2に留まると仮定した場合（この場合は拡張Vasicekモデルに相

当するので，本節ではこれを拡張Vasicekモデルと呼ぶ）におけるモンテカルロシミュレーションの

結果を示し，レジーム遷移の効果を示す．

現在時点 t = 0でレジームX(0) = (1, 0, 0)，短期金利 r(0) = −0.001（−0.1%）とし，シミュレー

ションのタイムステップ∆tは 1× 10−3年として 10年先までの計算を 10, 000回行った．計算時間は

Intel Core i5-6200U CPU @230GHz の PCで約 3分であった．

図 8に拡張 Vasicek モデルによる将来の瞬間的な短期金利 r(t)の将来（2, 4, 6, 8, 10年後）の分

布を示す．横軸は短期金利，縦軸は頻度である．拡張Vasicek モデルでは将来の短期金利は正規分布

に従い，分布は広がりながら次第に右方向（平均回帰水準 1.1%の方向）へとシフトしていく．また，

図 9にパーセント点および平均値（average）の時間推移を示す．この図からも，分布が緩やかに広が

りながら全体として上昇していくこと，その間に分布の概形はあまり変化していないことがわかる．

なお，ここで示した平均値は将来の各時点における短期金利の分布から求めた平均値を繋いだ線であ

り，この線に対応する短期金利のサンプルパスがあるわけではない．これは後述する図 13でも同様

である．

図 10は，本稿で提案したMRSEVモデルによる将来の瞬間的な短期金利 r(t)の将来（2, 4, 6, 8, 10

年後）の分布である．この図からは，短期金利の初期値の周辺にできた分布のピークはその後数年間

にわたり鋭い形状のまま維持されることと，時間が経つにつれて正の領域に分布が現れることがわか
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図 8: 将来の短期金利の分布（拡張Vasicekモデル）
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図 9: 将来の短期金利のパーセント点の時間推移（拡張Vasicekモデル）
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る程度であるが，図 8の拡大図である図 11，図 10の拡大図である図 12をあわせて見ると更に詳しい

ことがわかる．図 10と図 12によると，前述のようにMRSEVモデルによる将来の短期金利の分布は

数年間にわたり初期値付近に鋭いピークを保ち続けるが，左裾はほとんど変わらず，右裾だけが次第

に延びてテールの厚い分布になっていく．左側の分布の裾が厚くならないのは，初期値よりも金利が

低い側に別のレジームが存在しないこと，そしてレジーム 1のボラティリティが σ1 = 0.02%と非常

に小さいためである．一方，右側の分布の裾が次第に厚くなっていくのは，より金利の高いレジーム

への遷移の効果である．レジーム 2やレジーム 3への遷移により平均回帰水準が高くなり，しかも平

均回帰力 0.4が通常のVasicekモデルよりも高いため7，平均回帰水準へと急速に移行していく．一方

で，レジーム 2やレジーム 3の領域にピークが現れないのは，それらのレジームではボラティリティ

が高いことと，レジームは突然遷移するが金利自体は連続的に変化していくためである．その結果，

図 8の拡張Vasicekモデルの場合のように当初から目立つピークが金利の高い方向にシフトしていく

こともなければ，その場に留まって分布が広がっていくこともなく，当初からのピークがあまり形状

を変えないまま次第に低下し，その代わりに少しずつ右側の裾だけが時間とともに広がっていく．さ

らに図 12からは，長く延びた右裾の確率は決して無視できないことも読み取れるが，後述するよう

に，この確率が Volume at Risk のようなリスク尺度に明確に反映されることになる．
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図 10: 将来の短期金利の分布（MRSEVモデル）

図 13はMRSEVモデルによるパーセント点の時間推移であるが，ここには前述の結果が顕著に反

映されている．この数値例では，1%点や 5%点だけでなく，25%点までが 10年経ってもあまり変動

せずにマイナス金利に留まるが，平均値（average）は時間とともに緩やかに上昇し，確率 90%以上

7平均回帰力は 0.1あるいはそれ以下になると思われているが，6.2節では遥かに低い値が推定された．
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図 11: 将来の短期金利の分布（拡張Vasicekモデル，拡大図）
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図 13: 将来の短期金利のパーセント点の時間推移（MRSEVモデル）

のパーセント点にいたっては，それぞれある時点から急速に上昇していく．図 12からもわかるよう

に，このモデルによって生成される将来の短期金利の分布は，時間とともに右裾に長く伸びていく極

めて非対称性の強い分布であり，この特徴は時間の経過とともに顕著になっていく．この分布の非対

称性は，平均値（average）が当初 7年間は 75%点を越える水準にあることにも顕著に表れている．

図 14および図 15は，拡張 Vasicek モデルとMRSEVモデルにおけるあるサンプルパスの 1年毎

の金利期間構造の推移を示したものである．これらの図で，横軸の 1年から 10年にかけて伸びてい

る水色のカーブは 1年後の期間 0年から 9年までのゼロレートカーブ，横軸の 2年から 10年にかけ

て伸びている橙色のカーブは 2年後の期間 0年から 8年までのゼロレートカーブであり，他のカーブ

も同様の意味を持つ．これらの将来時点 tにおける金利期間構造は，モンテカルロシミュレーション

で発生させたあるサンプルパスの時刻 tにおける (X(t), r(t))を初期状態として，3.3節で述べた常微

分方程式系 (3.11)をそれぞれの満期 T における境界条件 (3.10)のもとで数値的に解いて求めた割引

債価格 P (t, T )から求めたゼロレートを繋いだものである．図 15のサンプルパスでは，3年目から 4

年目の間にレジーム 2（中程度の金利状態）に遷移し，その後しばらくレジーム 2に留まり，9年目

から 10年目の間にレジーム 1（超低金利状態）に遷移している．図 15の金利期間構造はこのレジー

ム遷移の結果を反映し，1年目から 3年目までの金利期間構造はおよそ 0%から始まる超低金利の期

間構造であるが，4年目以降は金利の短期部分が上昇し，10年目にはまた低下へと転じている．
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図 14: 将来の金利期間構造の推移の例（拡張Vasicekモデル）
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図 15: 将来の金利期間構造の推移の例（MRSEVモデル）
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5.4 流動性預金残高と金利の関係

流動性預金残高と金利の関係性に関しては，ここではデータフォアビジョン [21]に記載されている

金利と残高増加率の関係式を一部変更して使用する．データフォアビジョン [21]では金利期間構造を

扱っていないので短期金利と残高増加率の関係式を与えているが，本稿ではそれを 1ヶ月金利あるい

は 1年金利との関係式として扱う．具体的には，時刻 tにおける個人流動性預金残高を L1(t)，法人

流動性預金残高をL2(t)，前月比をRLi(t) ≡ Li(t+∆t)/Li(t), i = 1, 2，∆t = 1/12（1ヶ月）として，

RL1(t) = 1.00904− 0.00769
√
max(R(t, t+∆t1) + 0.001, 0)(%), 個人流動性預金 (5.8)

RL2(t) = 1.01008− 0.01988
√

max(R(t, t+∆t2) + 0.001, 0)(%), 法人流動性預金 (5.9)

とし，総流動性預金残高はL(t) = L1(t)+L2(t)とする．さらに，それぞれの初期値をL1(0) = 1.6×106

万円，L2(0) = 1.0×106万円とし，∆t1 = 1/12（R(t, t+∆t1)は時刻 tにおける 1ヶ月金利），∆t2 = 1

（R(t, t+∆t2)は時刻 tにおける 1年金利）とする．1ヶ月金利と 1年金利は時刻 tにおける短期金利

r(t)をもとに，その時点における割引債価格の期間構造から求める．(5.8)と (5.9)より，このモデル

では当該期間の金利が−0.1%以下のとき，残高増加率の金利依存性は消失する．

5.5 預金残高の分布の時間変化

図 16と図 17は，拡張Vasicekモデルによる流動性預金残高分布の時間推移と，分布のパーセント

点（1%点，5%点，10%点，25%点，75%点，90%点，95%点，99%点）及び平均値（average）の時

間推移である．ここで平均値は各時点における預金残高分布から求めた平均値を繋いだ線である．

図 16より，拡張Vasicekモデルによる流動性預金残高は平均値（average）のまわりになだらかに

広がる，右側の裾がやや厚めの分布に従うことがわかる．右側の裾がやや厚めになるのは，5.4節で

設定した残高増加率のモデルが金利に関して非対称であるためである．また，平均的には当初は残高

が増え，数年後には減少に転じるが，これは金利の動向を反映している．図 9によると，将来の平均

金利は当初は極めて低く，これを反映して預金残高の平均値は増加するが，間もなく金利が上昇傾向

に入ることに対応して預金残高の平均値は低下していく．もちろん超低金利にとどまるサンプルパス

も存在して預金残高が高くなることもあるが，その確率は時間が経つにつれて低下する．結果として

将来の流動性残高は全体として低下傾向になり，残高が上昇する確率は限定される．

図 17は，残高分布のパーセント店の時間推移を示したものである．預金残高の 1%点，5%点，10%点

は当初の 1年間上昇するだけで 2年目には減少に転じ，平均値は 2年目まで上昇して 3年目から減少

する．99%点が減少に転じるのは 6年目以降であり，10年後でも当初の残高を十分超えている．

ここで示した拡張Vasicekモデルは単にMRSEVモデルでレジーム遷移を考慮しない場合に過ぎな

いが，得られた結果は将来金利が正規分布に従うモデルを用いて評価した場合の特徴を顕著に示して
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図 16: 将来の流動性預金残高の分布（拡張Vasicekモデル）
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図 17: 将来の流動性預金残高のパーセント点の時間推移（拡張Vasicekモデル）
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いる．拡張Vasicekモデルでは将来の短期金利は左右対称に広がる正規分布に従うが，将来的に短期

金利がマイナス方向に深く沈んでいくことはありえないので，それを避けるためには図 8のように短

期金利を正方向にシフトさせるため，平均回帰水準mと平均回帰力 aにある程度高い値を設定しなけ

ればならない．その結果として得られる将来残高の一般的な傾向が上述した残高推移の特性である．

このようなパラメータ設定をした場合の結果で特筆すべきことは，平均的には流動性預金残高はほ

どなく（ここでは 3年目に）減少に転じ，数年後にはかなりの割合が流出する，という結果が得られ

ることである．この結果は，少なくとも残高に減少傾向が全く見られない現時点において妥当な予想

と言えるかどうか，大いに疑問である．また，拡張Vasicekモデルでは，将来的にマイナス金利に深

く進んでいかないようにするためには，ボラティリティσをある程度低い値にして残高分布があまり

広がらないようにしなければならないが，それはリスクの過小評価につながりかねない．

図 18はMRSEVモデルによる将来の流動性預金残高の分布である．この図から，MRSEVモデル

による将来の流動性預金残高の分布は拡張Vasicekモデルの場合よりも鋭いピークを長期間維持する

一方で，次第に左側に長い裾を伸ばしていくことがわかる．分布のピークは現在の残高に見られる上

昇傾向をそのまま維持して右にシフトし，左裾はピークのような確率の塊を作らないまま左側に深々

と伸びていく．これらの傾向は図 19のパーセント点の時間推移に明確に表れている．75%以上のパー

セント点は時間が経過しても滑らかに増加していく一方で，10%以下のパーセント点はそれぞれある

時期から急激に減少に転じ，1%点にいたっては 10年間で当初の残高の半分を下回る．
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図 18: 将来の流動性預金残高の分布（MRSEVモデル）

これらの残高変化の特徴にも将来の金利の動向が反映されている．MRSEVモデルでは，時間が経

過しても将来の短期金利がマイナス方向に深く沈んでいくことは極めて低い確率でしか発生せず，初
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図 19: 将来の流動性預金残高のパーセント点の時間推移（MRSEVモデル）

期のレジーム（ここではレジーム 1）の領域に分布のピークが残るため，将来の残高にも現在の残高

の動向が強く反映されて平均値（average）のカーブは上昇を続ける．一方，将来の金利上昇確率は

次第に増加し，かつ金利上昇時には幅広い範囲に分布することになるので8，決して高くない確率で

残高減少パスが現れ，しかも幅広い金利の分布を反映して減少量も幅広い値をとる．以上のように，

MRSEVモデルによる将来の流動性預金残高は拡張Vasicekモデルに比べて幅広い分布となり，平均

的には現状とそれほど変わらない傾向で推移する一方，10年間で残高が半減するような極端な事象

が発生する確率も少なからず存在する．

上述したMRSEVモデルによる結果は，残高に減少傾向が全く見られない現時点では受け入れやす

く，しかも流動性預金のリスク管理にも使える結果である．もちろん計算結果はパラメータの値に強

く依存するので，詳細な議論を行うにはより詳細な数値実験によるモデルの特性分析が必要である．

5.6 コア預金の滞留期間の分布

前項までの結果をもとに，拡張VasicekモデルとMRSEVモデルのそれぞれから得られるコア預金

の滞留時間の分布と，分布から得られる平均滞留期間を表 3に示す9．表 3で滞留期間 0年のコア預

金額が 0になっているが，これは 1年目の残高分布の 1%点が当初の残高を上回っていることを意味

している．この結果ではMRSEVモデルによる平均滞留期間は拡張Vasicekモデルに比べて 1.3年程

度短くなっているが，これがレジーム遷移の効果である．

8金利の高いレジームほどボラティリティが高いため．
9ここでは残高分布の 1%点をもとにコア預金額を算出している．
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表 3: コア預金の滞留期間の分布 (単位：×105万円)

滞留期間 (年) 平均滞留

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 期間 (年)

拡張Vasicekモデル 0 0.55 0.91 1.04 1.26 1.30 1.28 1.24 1.15 1.11 16.72 8.28

MRSEVモデル 0 1.04 1.80 2.35 2.29 2.09 1.76 1.57 1.35 1.20 10.89 6.96
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図 20: コア預金の滞留期間の分布（拡張Vasicekモデル）
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図 21: コア預金の滞留期間の分布（MRSEVモデル）
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参考のため，図 20と図 21にそれぞれのモデルによるコア預金の滞留期間の分布を示す．これらの

図では滞留期間 10年のコア預金額にかなり大きな差が見られる．拡張VasicekモデルでMRSEVモ

デルと同程度の結果を得るためには，将来の金利の上昇をより急激にするか，あるいは金利のボラ

ティリティを高めることが考えられる．前者を選択すると，ますます残高分布は全体として低下傾向

を強めることになり，現状でみられる上昇傾向にそぐわない．後者を選択すると，将来の金利がマイ

ナス方向に深く入り込む可能性が高まる．これらのバランスをとるためには，かなり恣意的なパラ

メータの操作が必要になると思われる．

6 最近の観測データから得られる計算結果

本節では，ほぼすべてのパラメータで観測データからの推定値を使用したときの計算結果を示す．

以下では，本節のパラメータを用いた拡張VasicekモデルをCalibrated拡張Vasicekモデル，本節の

パラメータを用いた提案モデルを Calibrated MRSEVモデルと呼ぶ．

6.1 使用するパラメータの値について

Calibrated MRSEVモデルの観測確率 P の下における金利モデルのパラメータは，2003年 1月か

ら 2018年 2月までの 1ヶ月 LIBORの月次時系列データからEMアルゴリズムにより求めた値をすべ

て使用する．5節と異なるのは平均回帰水準mk で，推定値 (m1,m2,m3) = (−0.0005, 0.001, 0.007)

をそのまま使用する．さらに，これだけ平均回帰水準が低いと，(5.4)や (5.6)のような期間構造をモ

デルで再現することが難しいので，本節では現時点 t = 0でのゼロレートの期間構造を

R(T ) = −0.001 + 0.001T − 0.00005T 2, 0 ≤ T ≤ 10, (6.1)

とする．リスク中立確率 P̃ の下における金利モデルのパラメータは，これらの情報をもとに推定し

直した値を使用する．なお，レジームの初期値はレジーム 1とする．

Calibrated拡張Vasicekモデルでは，Janosi et al.[8]が提案した方法を使い，(a, σ)を 2010年 8月

から 2018年 9月までの LIBOR-SWAP市場の金利期間構造の月次データから推定する．この方法で

は，金利期間構造（実際には割引関数の期間構造）の時系列データから各年限の割引関数の標準偏

差を算出し，それらに最も良くあうようにパラメータ (a, σ)を推定する10．今回は年限として 3ヶ月，

6ヶ月，1年，3年，5年，10年，20年，30年を選択した．必ずしもフィッティングが良いとは言え

なかったが，短期（1年以下）のみ用いるとパラメータは (a, σ) = (0.0001, 0.00050)，すべてを用い

ると (a, σ) = (0.0001, 0.00063)で，aは常に 0.0001になるが，標準偏差を長期まで使うほど σの値は

10具体的には，データから算出した隔年限のデータの標準偏差と，理論上の標準偏差（これらはモデルパラメータで表

現できる）との相対誤差の二乗和が最小になるように，Micorosoft Excelのソルバーを用いて推定した．
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大きくなった．そこで，以下では最も大きな推定値 (a, σ) = (0.0001, 0.00063)で計算を行った．この

推定法では平均回帰水準mを推定できないが，今用いている流動性預金残高変化のモデルでは将来

の金利が高くなるほど残高は低下するので，できるだけ将来金利を上昇させるため，5節で用いた最

も金利が高いレジームの値m = 0.027（2.7%）を選択した．なお，P̃ のもとでの拡張Vasicekモデル

のパラメータ ϕ(t)はフォワードレートの期間構造 (6.1)との整合性から一意に決まるが，詳細は省略

する．また，流動性預金残高と金利の関係式はこれまでと同じである．

筆者らが入手可能なデータの制約から，2つのモデルのパラメータ推定に使用したデータは完全に

同じ期間，同じ種類のデータではないことに注意されたい．

6.2 Calibrated拡張Vasicekモデルの場合

Calibrated拡張Vasicekモデルによる将来の短期金利の分布を図 22，金利のパーセント点の時間推

移を図 23，将来の流動性預金残高の分布を図 24，将来の預金残高分布のパーセント点の時間推移を

図 25，コア預金の滞留期間の分布を図 26に示す．

一般に，（拡張）Vasicekモデルのパラメータを実際のデータから推定すると，平均回帰力 aは小さ

い値が得られることが多く，平均回帰水準mをどのように設定しても図 22のように将来の短期金利

の分布は現在の値の近傍に広がるだけで，図 8のように金利が上昇傾向を辿る（平均回帰水準に近付

く）ことは起こらない．その結果，図 24のように流動性預金残高は現在の上昇傾向を維持し続ける

ことになり，図 25のように残高が減少する確率も残高の減少幅も小さく，コア預金の金利リスク管

理に使えるような結果は得られない．また，このモデルによる平均滞留期間は 9.85年で，計算上の

上限値である 10年からほとんど短くなっていない．
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図 22: 将来の短期金利の分布（Calibrated拡張Vasicekモデル）
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図 23: 将来の短期金利のパーセント点の時間推移（Calibrated拡張Vasicekモデル）
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図 24: 将来の流動性預金残高の分布（Calibrated拡張Vasicekモデル）

本節のように拡張Vasicekモデルでパラメータを過去の観測データから推定して用いる場合，現時

点では，流動性預金の金利リスク管理に有益な情報を引き出すことは困難なようである．それでも金

利リスク管理のために使うには，観測データからは決して得られないような高い平均回帰力 aや平均

回帰水準mを設定するなど，金利を上昇させるための恣意的な工夫が必要になると考えられる．
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図 25: 将来の流動性預金残高のパーセント点の時間推移（Calibrated拡張Vasicekモデル）
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図 26: コア預金の滞留期間の分布（Calibrated拡張Vasicekモデル）
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6.3 提案モデルの場合

Calibrated MRSEVモデルによる将来の短期金利の分布を図 27，金利のパーセント点の時間推移

を図 28，将来の流動性預金残高の分布を図 29，将来の預金残高分布のパーセント点の時間推移を図

30，コア預金の滞留期間の分布を図 31に示す．
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図 27: 将来の短期金利の分布（Calibrated MRSEVモデル）

-0.5%

0.0%

0.5%

1.0%

1.5%

2.0%

2.5%

3.0%

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

sh
o

rt
 r

a
te

maturity (years)

average

99%

95%

90%

75%

25%

10%

5%

1%

図 28: 将来の短期金利のパーセント点の時間推移（Calibrated MRSEVモデル）

使用している各レジームの平均回帰水準が 5節よりも低いため，将来の短期金利の分布は 5節のと

きよりも低金利側に集中するが，それでも 6.2節のCalibrated拡張Vasicekモデルの場合よりは高金

利側に裾が伸びている．それは図 29の流動性預金残高の将来分布にも反映されて，Calibrated拡張
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図 29: 将来の流動性預金残高の分布（Calibrated MRSEVモデル）
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図 30: 将来の流動性預金残高のパーセント点の時間推移（Calibrated MRSEVモデル）
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図 31: コア預金の滞留期間の分布（Calibrated MRSEVモデル）

Vasicekモデルの場合よりも分布はなだらかに広がり，図 30によると，分布の 1%点は 10年間で当

初の 20%以上も低下している．この点は，Calibrated拡張Vasicekモデルの場合の 1%点が 10年後

も当初の残高を越えていることと対照的である．また，平均残存期間 8.87年は 5節のときほどでは

ないが，Calibrated拡張Vasicekモデルの場合に比べるとほぼ 1年短い．

本節の結果によると，提案モデルは拡張Vasicekモデルよりもコア預金のリスク管理にとって有益

であるが，現在のような超低金利環境下でそのまま実務で使用することも難しい．モデルパラメータ

は観測データから推定することが前提であるが，現状で実務で使用するには，一部のパラメータは金

融リスク管理のエキスパートの意見を踏まえた ad hocな値を用いることも考えてはどうだろうか11．

7 おわりに

本稿ではレジーム遷移を考慮した確率金利モデルに基づく将来の流動性預金額推定モデル（コア預

金モデル）を提案した．このモデルの基礎になる確率金利モデルは拡張Vasicekモデル（Hull-White

モデル）であるが，パラメータの値がレジームに依存するものとして，レジーム遷移過程を有限状態

連続時間のマルコフ連鎖モデルで表現した．このモデルでは将来時点の金利期間構造を容易に算出で

きるので，さまざまな期間の金利を説明変数とした流動性預金額変動のモデリングが可能になる．ま

た，モンテカルロシミュレーションを使って将来の短期金利シナリオを発生させて金利期間構造や流

動性預金額の分布を数値的に算出するので，預金残高変化の説明変数として同時点の金利だけでなく

タイムラグを考慮した金利の選択も可能であり，預金残高と金利の関係性を既存モデルに比べてより

11例えば，1980-90年代のような高金利レジームを追加設定し，非常に低い遷移確率を設ける，といった方法である．
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柔軟に取り扱うことができる．

また本稿では，提案モデルの特性が明確に現れるパラメータ値のもとで預金残高の将来分布を具体

的に計算し，提案モデルの特性を幾つか示した．単純な拡張Vasicekモデルに比べると，このモデル

では将来の金利の分布がより現実的になる．具体的には，将来の短期金利は現時点の金利付近にある

程度集中しながらも，低金利側には深く侵入することなく，高金利方向に長い裾を持つ分布に従うこ

とになる．この結果は流動性預金額の将来分布にも顕著に反映されて，拡張Vasicekモデルとは大き

く異なる結果が得られる．拡張Vasicekモデルを用いてコア預金のリスク管理に有益な結果を得るた

めには，観測データから推定したパラメータではなく，恣意的に高い平均回帰水準や平均回帰力を設

定しなければならないが，その場合，金利が平均的な値をとる場合でもかなりの残高低下を被ること

は避け難く，このような将来予測は預金残高に減少の気配が何ら見られない現時点では受け入れ難い．

これに対して本稿で提案したモデルでは，平均的には現在とそれほど変わらない預金額の上昇を維持

し続ける一方，金利が上昇して数年間で数 10パーセントも残高が低下するサンプルパスもある程度

の確率で現れるので，無理な設定をすることなくリスク管理に使える結果を得ることができる．

ただし，計算結果は設定したモデルパラメータの値に強く依存するので，今後はよりさまざまな側

面から数値例を作成し，モデルの特性をより深く検討することが必要である．また，過去の流動性預

金残高データの実証分析を行い，金利との間の関係性の検討や，金利以外の参照変数の候補の検討，

預金利率のモデル化や市場金利への追随率の分析なども必要である．さらに，分析結果は流動性預金

の種類・属性ごとに異なると考えられるので，流動性預金を適切な方法で分類して個々に分析を行い，

最終的にはそれらを統合して評価を行うシステムの構築も必要である．今後はそれらのさまざまな分

析を押し進め，その成果を論文として執筆していく予定である．

また，本稿のモデルを最近提案されているコア預金モデルの手法と結合して使用することも可能で

ある．例えば，流動性預金を現存する預金と今後流入する預金に分割し，現存する預金に関しては適

切なコーホートに分類したうえで預金寿命モデルを適用し，預金残高（この場合は流出量で考えるべ

きであろう）と金利との関係を本稿のようなレジームスイッチング金利モデルを用いて表現する一方，

預金流入額の確率モデルを別途構築し，その全体として預金額の変動を算出する，という応用も考え

られる．そのような計算ツールを用いたシミュレーションを適宜行える環境を備えることで，初めて

金融機関は流動性預金のリスク管理を定量的かつ戦略的に議論できるようになると考えられる．

なお，本稿で提案したモデルは残高が金利に依存すると考えられる定期性預金のリスク管理への応

用も可能であり，さらには，多くの種類の負債を統合評価するモデルへの拡張も考えられる．
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