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モチベーション

モチベーション

最適ポートフォリオ問題
• 最適ポートフォリオ問題はファイナンスにおいて重要な課題の一つである
• 多期間モデルで投資収益率の確率分布が変動するような設定下では，特別な効用関
数を除いてその最適ポートフォリオ問題を解くことは難しい

制約付き最適ポートフォリオ問題
• （一定の条件下で）解の存在性や一意性は示されている
• 効用関数がべき型の場合には，一般には陽に解けない
• 効用関数が対数型の場合においても，制約条件によっては陽に解けるとは限らない
• どのような最適ポートフォリオが導かれるのか，については言及されているものは
少ない

• 数値的に解いているものも筆者の知る限りそう多くない
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モチベーション

モチベーション

本研究の成果
• 数値的に制約付き最適ポートフォリオ問題を効率的に求める手法を提案する
• 本提案手法は制約付き最適ポートフォリオ問題に対して

▶ 対応する BSDE表現を利用し、さらに
⋆ 制約なし問題に対応する BSDE
⋆ それ以外の BSDE

に分解し
▶ 漸近展開法と機械学習を用いることで

効率的に最適ポートフォリオを求める
• 数値シミュレーションの結果，従来の方法よりも効率的に最適ポートフォリオを求
めることができる可能性があることを示唆
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先行研究

先行研究

最適ポートフォリオ問題
• Markowitz(1952): 平均分散アプローチ
• Merton(1969, 1971):
確率制御アプローチ．ただし，このアプローチは投資機会の変動が生じる際に実行
することが難しい

• Takahashi and Yoshida(2004):
漸近展開アプローチを用いた制約なし最適ポートフォリオ問題の近似解の導出

• Cvitanic and Karatzas(1992):
制約あり最適ポートフォリオ問題の存在性に関する証明

最適ポートフォリオ問題の BSDE表現
• Hu et al. (2005):
完備市場における最適ポートフォリオ問題の BSDE表現を与える
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先行研究

先行研究

BSDEの数値的解法: 漸近展開法
• Takahashi and Yamada (2016), Fujii and Takahashi (2012, 2015, 2018a,b, 2019):
ピカールの逐次近似と漸近展開法を組み合わせる方法や BSDE自体を展開する方法
などを提案

BSDE: DeepSolver法
• E et al., (2017), Han et al., (2018)：

BSDE の解を機械学習手法の一つであるニューラルネットワーク（NN）モデルで
表現し，多くのシミュレーションデータをモデルにインプットしトレーニングを繰
り返して解く手法
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先行研究

先行研究

BSDE: 漸近展開法＋ DeepSolver法
• Takahashi et al. (2021)：
高次元の半線形偏微分方程式を効率的に解くために対応する BSDEを漸近展開法と
DeepSolver法を組み合わせて解くことで，単純な DeepSolver 法と比較して計算速
度や精度が改善

漸近展開法
• Watanabe(1987)： 漸近展開法を正当化する理論を構築
• Kunitomo and Takahashi (1992, 2001, 2003), Takahashi (1999), Kim and

Kunitomo (1999), Li (2014), Nishiba (2013), Osajima (2006), Shiraya, Takahashi
and Toda (2011), Shiraya, Takahashi and Yamazaki (2011), Shiraya, Takahashi
and Yamada(2012), Shiraya and Takahashi (2013, 2014), Takahashi and Takehara
(2007, 2008a,b, 2010a,b), Takahashi and Yamada (2011, 2012) など：
平均オプションやバスケットオプションを含む様々なオプションや，制約なし最適
ポートフォリオ問題に対して漸近展開法を応用する方法を開発
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提案手法１

問題設定

完備市場
• 資産価格 S が以下の確率微分方程式の解として表されるとする 3．

dSt = St(σtθtdt+ σtdwt), S0 = s > 0.

ただし，w は確率測度 Pの下での 1次元標準ブラウン運動である．
• S への投資金額を表すポートフォリオ過程 π を考え，その下での富過程Wπ を以
下の確率微分方程式の解とする．

dWπ
t = πt (σtθtdt+ σtdwt) , Wπ

0 = W > 0. (1)

3なお本節では簡単のために 1 次元とし，無リスク金利 r は 0 であるとしておく. 一般の場合は内藤・竹原
（2024b）を参照のこと．
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提案手法１

問題設定
最適ポートフォリオ問題

• このとき，以下の期待効用最大化問題 4 を考える．

V (W ) = sup
π:πt∈A

E[U(Wπ
T )]. (2)

ただし，A ⊂ Rはある制約を表す閉集合である．また，期待値はすべて Pの下で
取るとする．

• さらに，集合 C ⊂ Rに対して

ΠC(a) := {b ∈ C||a− b|= distC(a)} , distC(a) := inf
b∈C

|a− b| (3)

とし，Ct := Aσt = {aσt|a ∈ A}とする．ただし，C が閉集合である場合，
ΠC ̸= ∅であることに注意する．

4ただし，本研究では効用関数 U はベキ型効用とする．

U(x) =
1

γ
x
γ
, x ≥ 0, γ ∈ (0, 1).
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提案手法１

最適ポートフォリオ問題のBSDE表現
定理１（詳細は Hu et al.（2005）を参照）
価値関数は以下で与えられる．

V (W ) =
1

γ
W γ exp(Y0), x > 0, (4)

ただし，Y0 は以下の BSDE の解 (Y, Z) の初期値で与えられる．

Yt = 0−
∫ T

t
Zsdws −

∫ T

t
f(s, Zs)ds. t ∈ [0, T ], (5)

また，ドライバー f5 と最適ポートフォリオは以下で与えられる．

f(t, z) =
γ(1− γ)

2
dist2Ct

(
1

1− γ
(z + θt)

)
−

γ|z + θt|2

2(1− γ)
−

1

2
|z|2, (6)

(π∗
t )/W

π∗
t ∈ ΠCt

(
1

1− γ
(Zt + θt)

)
. (7)

5ドライバー f はリプシッツ性を満たさないことに注意する．
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提案手法１

DeepSolver法

E et al. (2017), Han et al. (2018)

機械学習を用いることで BSDEを効率的に解く方法が提案されている (以下，DeepSolver
法という)．DeepSolver法は上記の BSDE(5)を NNを用いて以下のように解く．

inf
Ŷ0,Ẑ

E

[∣∣∣0− ŶT

∣∣∣2] (8)

ただし，ŶT は (5)式に対応する以下の確率微分方程式のオイラー・丸山近似である．

Yt = Y0 +

∫ t

0

Ẑsdws +

∫ t

0

f(s, Ẑs)ds. (9)
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提案手法１

提案手法１
BSDEの分解
一方で， 本研究では BSDE(5)を以下のように制約なし最適ポートフォリオ問題を表す
BSDEと残りの BSDEに分解する．

Y 1
t = 0−

∫ T

t

Z1
sdws +

∫ T

t

f1(s, Z
1
s )ds, (10)

Y 2
t = 0−

∫ T

t

Z2
sdws +

∫ T

t

f2(s, Z
1
s , Z

2
s )ds, (11)

ただし，

f1(t, z
1) =− γ

2(1− γ)
|z1 + θt|2−

1

2
|z1|2, (12)

f2(t, z
1, z2) =− γ

2(1− γ)

(
2|z1 + θt|z2 + |z2|2

)
− 1

2

(
2z1z2 + |z2|2

)
(13)

+
γ(1− γ)

2
dist2Ct

(
1

1− γ
(z1 + z2 + θt)

)
.
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提案手法１

提案手法１
BSDEの分解

• このうち，制約なし最適ポートフォリオ問題の BSDE(10) を DeepSolver 方法で近似的に解
き， その近似解 (Ŷ 1,∗

0 , Ẑ1,∗) を得る
• これらを用いつつ (Ŷ 2

0 , Ẑ2) を学習することで DeepSolver 法により BSDE(5) を解く．

inf
Ŷ 2
0 ,Ẑ2

E

[∣∣∣0− ŶT

∣∣∣2] . (14)

ただし，ŶT は以下の確率微分方程式のオイラー・丸山近似である．

Ỹt = (Ŷ 1,∗
0 + Ŷ 2

0 ) +

∫ t

0
(Ẑ1,∗

s + Ẑ2
s )dws +

∫ t

0
f(s, Ẑ1,∗

s + Ẑ2
s )ds. (15)

提案手法１の有効性検証
• 以下の 2 つを比較する
• DeepSolver 法：BSDE(5) を直接 DeepSolver 法で解く方法
• 提案手法１：BSDE(10)，(11) を順に DeepSolver 法で解く方法（以下，

DeepSolver+DeepSolver 法という）
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提案手法１

数値例
数値例
資産価格の変動を表す確率微分方程式 (1)に加えて，リスクの市場価格 θt が時間変動す
ることを仮定する．

dθt = k2(θ̄ − θt)dt+ εσ2dwt, (16)

ただし，w は (1)式と同じ 1次元標準ブラウン運動である．また前述の通り金利 r は 0
し，危険資産価格 S を表す (1)式において，σt ≡ σ > 0とする．
富Wπ は，S への投資金額であるポートフォリオ π を用いて，以下の通り書けた．

Wπ
t = W +

∫ t

0

Wπ
u πu

Su
dSu = W +

∫ t

0

πuσ(θudu+ dwu). (17)

このとき，投資家は以下の期待効用最大化問題を解く．

V (W ) = sup
π:πt∈A

E[U(Wπ
T )] (18)

ただし，A := R+ とする．すなわち非負制約を考える．
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提案手法１

数値例
モデルの表記

• DeepSolver+DeepSolver法では，制約なし最適ポートフォリオ問題 (10)を
DeepSolver法で解く際に学習をどこで打ち切るかが問題

• 本研究では各手法の後ろに「 m(m = 0, 100, 200, 1000, 2000)」と記し問題 (10)に
対する事前学習回数を記載

• 「DeepSolver+DeepSolver法 100」
▶ DeepSolver+DeepSolver法
▶ 制約なし最適ポートフォリオ問題 (10)に対して 100回の学習を行った

(Ŷ 1
0 , Ẑ

1)を用いる

パラメータの設定
• θ0 = 0.1, σ = 0.2, T = 1, w0 = 1, k2 = 0.6950, θ̄ = 0.0871, γ = 0.5, σ2 =

0.21/0.03637× 2

• 以降では，「機械学習」と言った場合, NNを用いることを意味するとする
• NN：インプット (t, γ, θt, σ)，隠れ層 3，セル数 4, 3, 2

• 学習率：10−3

• バッチノーマライゼーションを各層に適用し，最適化は Adamを使用
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提案手法１

数値例

評価規準
• 機械学習によって得られた推定値 (Ŷ0, Ẑ)から価値関数の推定値と最適ポートフォ
リオの推定値 (V̂0, π̂)が得られる

• 一方実務上は，推定されたポートフォリオが実際に達成できる期待効用の値が重要
である

• しかし，V̂0 と V π̂
0 = E[U(W π̂

T )]は必ずしも一致しない
• そこで本研究では，ポートフォリオ π̂ に対して，以下のアウトオブサンプルでの価
値関数の推定値を評価の規準とする 6．

V π̂,n :=
1

n

n∑
i=1

U(Ŵ π̂,i
T ) ≈ E

[
U(W π̂

T )
]
, (19)

• n: アウトオブサンプルのサンプルパスの数，Ŵ π̂,i
T : 富過程のオイラー・丸山近似

の i番目のパスにおける実現値，∆t: オイラー・丸山近似の離散幅 ∆t := 1/50

6その他の規準を用いた比較については，内藤・竹原（2024a）を参照．
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提案手法１

数値例
• DeepSolver法と比較して全ての DeepSolver+DeepSolver法が少ないトレーニング
回数で高い値を取る

• ただし，BSDE(10)に対する事前学習と，BSDE(11)に対するトレーニングと合わ
せて 3000回程度が必要
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提案手法２

提案手法２
BSDEの分解＋内藤・竹原（2024a）

• 制約なし最適ポートフォリオ問題の BSDE(10)を DeepSolver法以外で効率的に解
く方法も存在する．

• 内藤・竹原（2024a）は Ẑ1,∗ を漸近展開法により近似しそれを DeepSolver法で補
完することで効率的に BSDE(10)を解く方法を提案

• 具体的には

Ẑ1,∗ = Z1
asy + Ẑ1,∗

rem (20)

と分解して，BSDE(10)を DeepSolver法を用いて解く．

inf
Ŷ 1
0 ,Ẑ1

rem

E

[∣∣∣0− Ŷ 1
T

∣∣∣2] (21)

ただし，Ŷ 1
T は以下の BSDEに対応する確率微分方程式のオイラー・丸山近似で

ある．

Y 1
t = 0−

∫ T

t

(Z1
asy,s + Z1,∗

rem,s)dws −
∫ T

t

f1(s, Z
1
asy,s + Z1,∗

rem,s)ds. (22)
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提案手法２

内藤・竹原（2024a）の手法
マルコフ型状態変数による表現

• 状態変数 Xε
t を以下の確率微分方程式に従う 1次元の確率過程とする．

dXε
u = v0(X

ε
u, ε)du+ v(Xε

u, ε)dwu, Xε
t = x.

ただし，u ∈ [t, T ]で，ε ∈ (0, 1]は漸近展開に用いられるパラメータであり，
v0 ∈ C∞

b (R× (0, 1];R), v ∈ C∞
b (R× (0, 1];R)7．

• θ ∈ C∞
b (R;R)，θu と σu は状態変数 Xε

u により次のように決定されるとする．

θu = θ(Xε
u), σu = σ(Xε

u).

ただし，m,M > 0が存在してm < σ(x) < M とする．
• また，今後の計算を簡単にするために，以下の確率微分方程式で定義される

yε
t =

{
yε
t,u : u ∈ [t, T ]

}が一意な解を持つとする．
dyε

t,u = yε
t,u(∂xv0(X

ε
u, ε)du+ ∂xv(X

ε
u, ε)dwu), yε

t,t = 1.

7
C∞

b (R× (0, 1];E): 滑らかな関数 f : R× (0, 1] → E の偏微分係数 ∂n
x ∂m

ε f(x, ε) がすべて有界である
ものの集合
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提案手法２

内藤・竹原（2024a）の手法
漸近展開法: Takahashi and Yoshida（2004）
ベキ効用の最適ポートフォリオウエイトの εオーダーまでの漸近展開は以下で与えられる．

(π∗
t ) /W

π∗
t =

1

1− γ
θ(x)σ−1(x)

+ ε
γ

(1− γ)2

(∫ T

t

θ[0](u)∂xθ
[0](u)yt,udu

)
∂εv(x, 0)σ

−1(x) + o(ε). (23)

ただし，θ
[0]
u = θ(Xε

u)ε=0, yt,u = yε
t,u|ε=0 とし，x = Xε

t で評価する．

Z1
asy

このとき，Z1
asy は以下のように具体的に表現することができる．

Z1
asy = (1− γ)×

(
1

1− γ
θ(x)σ−1(x)

+ε
γ

(1− γ)2

(∫ T

t

θ[0](u)∂xθ
[0](u)yt,udu

)
∂εv(x, 0)σ

−1(x)

)
σ(x)− θ(x). (24)
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提案手法２

提案手法の整理：DeepSolver法

制約付き問題の BSDE(5)を NNを用いて以下のように解く．

inf
Ŷ0,Ẑ

E

[∣∣∣0− ŶT

∣∣∣2] (25)

ただし，ŶT は (5)式に対応する以下の確率微分方程式のオイラー・丸山近似である．

Yt = Y0 +

∫ t

0

Ẑsdws +

∫ t

0

f(s, Ẑs)ds. (26)
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提案手法２

提案手法の整理：DeepSolver＋DeepSolver法
（1）まず，制約なし問題 (10) に対して Z1 を学習させ DeepSolver 法で解く

inf
Ŷ 1

0 ,Ẑ1
E
[∣∣0 − Ŷ

1
T

∣∣2] (27)

ただし，Ŷ 1
T は以下の BSDE に対応するオイラー・丸山近似である．

Y
1
t = 0 −

∫ T

t

Z
1,∗
s dws −

∫ T

t

f1(s, Z
1,∗
s )ds. (28)

（2）(Ŷ 1,∗
0 , Ẑ1,∗) を (34) 式に代入し (Y 2

0 , Z2) を DeepSolver 法により求める．

inf
Ŷ 2

0 ,Ẑ2
E
[∣∣0 − ŶT

∣∣2] (29)

ただし，ŶT は以下の確率微分方程式のオイラー・丸山近似である．

Ỹt = (Ŷ
1,∗
0 + Ŷ

2
0 ) +

∫ t

0

(Z
1,∗
s + Ẑ

2
s )dws +

∫ t

0

f(s, Z
1,∗
s + Ẑ

2
s )ds. (30)
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提案手法２

提案手法の整理：漸近展開法＋DeepSolver法
（1）Z1 を漸近展開法による近似 Z1

asy と残りの部分 Z1
rem に分け，Z1

rem のみ学習する．

inf
Ŷ 1

0 ,Ẑ1
rem

E
[∣∣0 − Ŷ

1
T

∣∣2] (31)

ただし，Ŷ 1
T は以下の BSDE に対応するオイラー・丸山近似である．

Y
1
t = 0 −

∫ T

t

(Z
1
asy,s + Z

1,∗
rem,s)dws −

∫ T

t

f1(s, Z
1
asy,s + Z

1,∗
rem,s)ds, t ∈ [t, T ]. (32)

（2）上記で求めた (Ŷ 1,∗
0 , Ẑ1,∗ = Z1

asy + Ẑ1,∗
rem ) を (34) 式に代入し (Y 2

0 , Z2) を DeepSolver 法により求
める．

inf
Ŷ 2

0 ,Ẑ2
E
[∣∣0 − ŶT

∣∣2] (33)

ただし，ŶT は以下の確率微分方程式のオイラー・丸山近似である．

Ỹt = (Ŷ
1,∗
0 + Ŷ

2
0 ) +

∫ t

0

(Z
1
asy,s + Ẑ

1,∗
rem,s + Ẑ

2
s )dws +

∫ t

0

f(s, Z
1
asy,s + Ẑ

1,∗
rem,s + Ẑ

2
s )ds. (34)
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提案手法２

提案手法の整理：MV＋DeepSolver法

（1）漸近展開法＋ DeepSolver 法において，Z1 に対する漸近展開による近似 Z1
asy の代わりに，平均分散

（以下，MV と示す）の項である

Z
1
MV := (1 − γ) ×

1

1 − γ
θ(x)

⊤
σ
−1

(x) × σ(x) − θ(x) (35)

を用い，Z1 をこれと残りの部分 Z1
rem に分け，Z1

rem を学習する方法を MV ＋ DeepSolver 法とする．

inf
Ŷ 1

0 ,Ẑ1
rem

E
[∣∣0 − Ŷ

1
T

∣∣2] (36)

つまり，Z1
MV は Z1

asy のゼロ次部分に相当する．

（２）漸近展開法＋ DeepSolver 法と同様
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提案手法２

先行研究（BSDE+漸近展開法）との違い

Takahashi and Yamada (2016)

• 前提条件としてドライバー f のリプシッツ性を要求するが,本研究の BSDEはこれ
を満たさない⇒簡単な例においても乖離が大きい

Fujii et al. (2019), Takahashi et al. (2021)

• BSDE 自体を単純なドライバーを持つものとそれ以外に分け，後者に機械学習を適
用する際に前者を事前知識として与えている

• 一方で,本手法では，ポートフォリオ最適化についてすでに知らている結果を事前
知識として与える

• ポートフォリオを既知の部分とそれ以外に分けた上で後者に機械学習を適用する際
に前者を事前知識として与えている

• 同じ漸近展開法を応用する手法であっても問題の分解方法や与える事前知識に違
いがある

• 特に，Takahashi et al. (2021)については今回の設定では DeepSolver法に帰着さ
れる
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提案手法２

数値例: 事前学習回数が 0の場合
• 漸近展開法+DeepSolver法とMV+DeepSolver法はともに DeepSolver法よりも総
じて高い期待効用を取る 8

• 5000回程度までのトレーニング回数では漸近展開法＋ DeepSolver法が，
MV+DeepSolver法をアウトパフォーム

• 漸近展開法の 1次の情報の重要性を示唆

8ただし，m = 0 の場合，制約なし問題 (10) に対する学習を一切行わないため，DeepSolver+DeepSolver 法
と単なる DeepSolver 法が一致する 26 / 34



提案手法２

数値例: 事前学習回数が 200の場合
• 事前学習回数が 0の場合と同様の結果
• 一方で，漸近展開法+DeepSolver法と同水準を達成するために，

DeepSolver+DeepSolver法では 4,000 回程度，MV+DeepSolver法では 8,000回程
度のトレーニングが必要
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提案手法２

数値例: 事前学習回数が 2000の場合
• 各手法間で差が生じにくくなっている
• これは制約なし最適ポートフォリオ問題（内藤・竹原 (2024a)）と整合的
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まとめ

まとめ

まとめ
• 本研究では最適ポートフォリオを漸近展開法により近似し DeepSolver法で補完す
る新しい方法を提案した

• BSDEを制約なし最適ポートフォリオ問題に対応する BSDEとそれ以外の BSDE
に分解し，別々に問題を解くことで効率的にポートフォリオを求めることができる
可能性がある

• さらに，制約なし最適ポートフォリオ問題に対応する BSDEを内藤・竹原（2024a）
の手法を用いることでさらに効率的に求められる可能性を示唆

今後の課題
• 漸近展開法の精度の向上
• 実務的に重要なより多くの例で本提案手法の有効性の頑健性を確認
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