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概要

本稿では，制約のない最適ポートフォリオ問題を数値的に解く方法を提案する．本手法は完備市場における
最適ポートフォリオ問題で応用された漸近展開法 (Takahashi and Yoshida, 2004) と，最適ポートフォリオ
問題を後退確率微分方程式に書き直す手法 (Hu et al., 2005)，BSDEを機械学習を用いて解く手法 (E et al.,

2017; Han et al., 2018)を組み合わせる．数値シミュレーションの結果，本手法は従来の手法と比較して効率
的に最適ポートフォリオを推定できる可能性があることが示唆される．

1 はじめに
最適ポートフォリオ問題はファイナンスにおいて重要な課題の一つである．しかしながら，問題を陽に解く
ためにはしばしば強い仮定が必要であり，逆に仮定を緩め過ぎると問題が解けない場合や解析的に求まらない
ことが多い．また，最適ポートフォリオ問題を考える上で投資ホライゾンを 1期間と捉えるのかそれとも多期
間と捉えるかでは最適ポートフォリオを導出する難しさがかなり異なる．1期間モデルに対しては，任意の確
率分布の下で効用関数が 2次効用の場合または任意のリスク回避的効用関数で投資収益率が正規分布に従う状
況では最適ポートフォリオは平均分散アプローチで解けることが知られている．一方で，多期間モデルにおい
て投資収益率の確率分布が変動するような設定の下では，特別な効用関数を除いてその最適ポートフォリオ問
題を解くことは難しい．Samuelson (1969)とMerton (1969)は 1期間の問題を多期間に拡張するにあたり，
効用関数が時間を通じて同一という仮定の下で各期の期待効用の総和を最大にするように期初に最適な消費と
最適なポートフォリオを構築する方法を考えている．その下で彼らは投資家の効用関数が対数効用の場合また
はベキ型効用かつ投資収益率が独立同分布に従う場合には多期間の問題が 1期間の問題と一致することを示し
ている．しかしながら，より一般的な仮定の下では，完備市場で制約のない問題であっても多期間の場合に
Explicitに解くことは難しいことが知られている．
Takahashi and Yoshida (2004) では漸近展開法を用いて完備市場における制約なし最適ポートフォリオ
問題の近似解を得る方法を提案している．漸近展開法 (Kunitomo and Takahashi, 2001) はマリアバン解
析を理論的背景とする解析的近似解を求める手法であり，近年最適ポートフォリオ問題を含む多くのファ
イナンスの課題に応用されている．例えば，オプション価格に関しては Kunitomo and Takahashi (1992,

2001, 2003); Takahashi (1999); Kim and Kunitomo (1999); Li (2014); Nishiba (2013); Osajima (2006);

Shiraya, Takahashi and Toda (2011); Shiraya, Takahashi and Yamazaki (2011); Shiraya, Takahashi and
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Yamada (2012); Shiraya and Takahashi (2013, 2014); Takahashi and Takehara (2007, 2008a,b, 2010a,b);

Takahashi and Yamada (2011, 2012)があげられる．彼らは平均オプションやバスケットオプションを含む
様々なオプション等に漸近展開法を応用している．Takahashi and Yoshida (2004) は完備市場における制約
なし最適ポートフォリオ問題に対して，マルチンゲール法を適用し，そこに漸近展開法を用いることで近似解
を解析的に求めている点が特徴的である．しかしながら，1次近似など低次の近似では誤差が大きいことも多
く，最適ポートフォリオを精緻に求めるにはより高次の計算などが必要となる．
一方，最適ポートフォリオ問題を後退確率微分方程式（以下，BSDEという）で表現することで数値的に解
く方法も考えることができる．Hu et al. (2005)は完備市場における最適ポートフォリオ問題に対する BSDE

表現を与えている．彼らは効用関数が指数効用やベキ型効用である最適ポートフォリオ問題を BSDEに書き
換え，その解から最適ポートフォリオや価値関数の値を導出している．彼らの手法では対数効用のときのみ陽
に最適ポートフォリオを導ける一方で，一般的な条件の下では何らかの数値解法を用いて BSDEを解き，最
適ポートフォリオを求める必要がある．
また近年，このような研究とは独立に BSDEの解を数値的に解く方法が数多く提案され，その中には漸近
展開法を用いる手法も含まれている．例えば，Takahashi and Yamada (2016)はピカールの逐次近似に漸近
展開法を組み合わせることで効率的に BSDEを解く方法を提案している．その他にも BSDEへの漸近展開法
の応用には Fujii and Takahashi (2012, 2015, 2018a,b, 2019)などが挙げられる．
それとは別に機械学習手法を用いて BSDEを効率的に解く方法（以下，この手法を DeepSolver法と呼ぶ）
も提案されている (E et al., 2017; Han et al., 2018)．DeepSolver法は BSDEの解を機械学習手法の一つで
あるニューラルネットワークモデルで表現し，多くのシミュレーションデータをモデルにインプットしトレー
ニングを繰り返して解く手法である．さらに，DeepSolver法を改良することでより効率的に BSDEを解こう
とする先行研究もある．Takahashi et al. (2021)は高次元の半線形偏微分方程式を効率的に解くために，漸近
展開法と DeepSolver法を組み合わつつ対応する BSDEを解くことで，単純な DeepSolver法と比較して計算
速度や精度が改善したことを示している．具体的には BSDE 自体を 2 つに分解し，片方の BSDE に漸近展
開法を適用し近似解を求め，もう一方の BSDEにその近似解を適用することでより効率的に機械学習が行え
るように工夫している．Takahashi et al. (2021) は BSDE のドライバーにリプシッツ性を仮定しているが，
ドライバーが本稿で扱うような 2 次成長の場合にも漸近展開法と DeepSolver 法を適用する先行研究もある
（Fujii et al. (2019)）．
そこで本研究ではHu et al. (2005)の方法を用いて最適ポートフォリオ問題を BSDEで表現し，その BSDE

に対して漸近展開法と機械学習を適用することで最適ポートフォリオを数値的に解く方法を提案する．数値
シミュレーションの結果，本手法は従来の手法と比較して効率的に最適ポートフォリオを導出できる可能性
があることを示唆している．後述するように同じく BSDE に対して漸近展開法と機械学習を組み合わせる
Takahashi et al. (2021)や Fujii et al. (2019)は BSDE自体を単純なドライバーを持つものとそれ以外に分
け，後者に機械学習を適用する際に前者を事前知識として与えている．一方で本手法では，ポートフォリオ最
適化についてすでに知らている結果を用いて，ポートフォリオを既知の部分とそれ以外に分けた上で後者に機
械学習を適用する際に前者を事前知識として与えており，同じ漸近展開法を応用する手法であっても問題の分
解方法や与える事前知識に違いがある．また，本研究の目的は最適ポートフォリオ問題の価値関数だけでな
く，最適ポートフォリオ自体を求めることにある．多くの DeepSolver法を用いた研究では CVAやオプショ
ン価格，すなわち BSDEの初期値にのみ焦点があたる．一方で，資産運用の実務においては極めて重要な問
題の中には，最適ポートフォリオ問題のように BSDEの初期値の水準よりも得られたポートフォリオの最適
性に関心があるものも多い．DeepSolver法のように BSDEの初期値それ自体をニューラルネットワークで表
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現する場合，トレーニングで推定されたポートフォリオが達成する期待効用がポートフォリオと同時に推定さ
れた初期値と一致するとは限らない．本研究ではポートフォリオの最適性に焦点をあてている点もこれまでの
先行研究とは異なる．
最後に，本論文の構成について述べる．第 2節は提案手法の概要を述べる．第 3節では，完備市場における
問題設定を行い，第 4節では，完備市場における制約なし最適ポートフォリオ問題について扱う．第 5節では
状態変数がマルコフ型の確率微分方程式に従うという仮定の下で第 4節の最適ポートフォリオを導出し，第 6

節では漸近展開法について述べる．第 7，8節では最適ポートフォリオ問題の BSDE表現と DeepSolver法に
ついて述べる．第 9節は具体的な数値例を示し，最後にまとめとして第 10節で結論と今後の課題について述
べる．数学的な詳細については Appendixで述べる．

2 提案手法の概要
以下の期待効用最大化問題を考える．

V (W ) = sup
π

E[U(Wπ(T ))], (1)

ただし，π はポートフォリオ，Wπ はポートフォリオ π の下での富過程である．このとき，Hu et al. (2005)

より次の BSDE の解 Y0 と Zt を求めることで価値関数 V (W ) = W γ/γ exp(Y (0)) と最適ポートフォリオ
(π∗(t))⊤/Wπ∗

(t) = 1
1−γ (Z(t) + θ(t))σ−1(t)を導くことができる（定理 4参照）．ここで，θ(t), σ(t)はそれ

ぞれ株式に対するリスクの市場価格とボラティリティを表し，詳細は 3節で定義する．

Y (t) = 0−
∫ T

t

Z(s)⊤dw(s)−
∫ T

t

f(s, Z(s))ds, t ∈ [t, T ], (2)

ただし，ドライバー f は

f(t, z) = −γ|z + θ(t)|2

2(1− γ)
− 1

2
|z|2 (3)

で与えられる．
このとき，E et al. (2017)と Han et al. (2018)が提案した DeepSolver法は以下の問題をニューラルネッ
トワークを用いて解く．

inf
Y (0),Z

E

[∣∣∣0− Ŷ (T )
∣∣∣2] (4)

ただし，Ŷ (T )は (2)式で与えられる BSDEに対応する確率微分方程式のオイラー・丸山近似である．
本研究では解 Z を Takahashi and Yoshida (2004) の漸近展開法を用いた近似 Zasy と，Z と Zasyの
差 (Zrem = Z −Zasy)に分解して，後者を機械学習で解く方法を提案する．すなわち，Z に対する漸近展開法
による近似 Zasy を，Zrem に対する学習における事前知識として利用する．

Z = Zasy + Zrem. (5)

具体的には漸近展開法で求めた最適ポートフォリオ Πasy = (πasy)
⊤/Wasy を用いて，

Zasy(t) := (1− γ)×Πasyσ(t)− θ(t) (6)

として定義する．Zasy の具体的な形は 6節で与えられる．
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ここで，関連する先行研究に言及しておく．まず，Takahashi and Yamada (2016)については前提条件と
してドライバー f のリプシッツ性を要求するが，(3) 式はこれを満たさない．実際，最も単純なブラック・
ショールズモデルの下で予備的に数値実験を行った際も θ の値が大きいケースでは理論値から大きく乖離す
る結果となった．また，Takahashi et al. (2021) は本手法と同様に BSDE をドライバーがゼロの部分とそ
れ以外とに分解し後者を DeepSolver 法で解く．ただし，本稿の設定下では前者が恒等的に 0 となり，単純
な DeepSolver法と同等になる．最後に，Fujii and Takahashi (2019)はドライバーに (3)式のような 2次成
長を許与し，BSDE をドライバーが線形の部分とそれ以外に分解し後者を DeepSolver 法で解く．Fujii and

Takahashi (2019) では BSDE それ自体を分解し線形部分を事前知識として利用するが，本研究ではポート
フォリオを (5)式のように分解し漸近展開法を適用した上で事前知識として用いる点が異なる．このため，本
研究における数値実験においてはこれらを含めていない．

3 完備市場における問題設定
まず，完備市場における問題設定を行う．d個のリスク資産と 1個のリスクフリー資産が存在する市場を考
える．d個のリスク資産 Si, i = 1, . . . , dは以下の確率微分方程式の解として与える．

dSi(t) = Si(t)

bi(t)dt+ d∑
j=1

σij(t)dwj(t)

 , Si(0) = si > 0, i = 1, . . . , d,

ただし，wj(j = 1, . . . , d)は互いに独立な標準ブラウン運動である．リスクフリー資産 S0 は以下の確率過程
で与える．

dS0 = r(t)S0(t)dt, S0(0) = 1.

ただし, r(t), bi(t), σij(t), i, j = 1, . . . , dは有界かつ {Ft}に関して発展的可測であり，σ(t) := {σij(t)}i,j
は正則かつ非退化条件 (nondegeneracy condition)を満たすとする．すなわち，σ(t) := {σij(t)} ∈ Rd×d に
対して, 次を満たす定数 ε > 0が存在すると仮定する．

ξ⊤σ(t, ω)⊤ξ ≥ ε|ξ|2, ∀ξ ∈ Rd, (t, ω) ∈ [0, T ]× Ω a.s.

また，初期富W を保有し，各時点 tで投資額 π(t) = (π1(t), . . . , πd(t))
⊤ をリスク資産に投資する投資家に

ついて考える．ただし，今回は各時点の消費については考えないことにする．このとき，投資家の富が従う確
率過程は以下のように表すことができる．

dW (t) = [r(t)W (t)] dt+ π(t)⊤ [(b(t)− r(t)1)dt+ σ(t)dw(t)] , W (0) = W > 0.

ただし，w(t) := (w1(t), . . . , wd(t))
⊤，1 = (1, 1, . . . , 1)

⊤ ∈ Rd である．また，π(t)が以下の可積分条件を満
たすとする． ∫ T

0

|π(t)|2dt < ∞ a.s.

このとき，投資家は以下の効用最大化を達成するように株式への投資額を決定する．

sup
π∈A(W )

E [U(Wπ(T ))] ,

4



ただし，U は効用関数（後述）であり，A(W )は初期富W の投資家が許容可能な投資戦略 π の集合を表す．
以下では完備市場における最も一般的なものとして，次のものを考える：

A(W ) := {π : Wπ(t) ≥ 0, ∀t > 0} .

効用関数 U : (0,∞) −→ Rは以下の条件を満たす狭義の単調増加関数かつ C2 級, 狭義の凸関数とする．

U(0+) := lim
c↓0

U(c) ∈ [−∞,∞),

U ′(0+) := lim
c↓0

U ′(c) = ∞,

U ′(∞) := lim
c→∞

U ′(c) = 0.

例 1 ベキ型効用関数

U(x) =
xγ

γ
, 0 < γ < 1.

例 2 対数型効用関数

U(x) = log(x).

また，簡単のためにいくつかの記号を導入する．

θ(t) := σ(t)−1[b(t)− r(t)1].

と定義するとき，これをリスクの市場価格と呼ぶ．さらに，Z(t)を

Z(t) := exp

(
−
∫ t

0

θ(s)⊤dw(s)− 1

2

∫ t

0

|θ(s)|2ds
)
, 0 ≤ t ≤ T

とおき，同値マルチンゲール測度を

P0(A) := E[1AZ(T )],∀A ∈ FT

で定義すると，同値マルチンゲール測度 P0 の下で, w0(t) := w(t) +
∫ t

0
θ(u)du, 0 ≤ t ≤ T は標準ブラウン

運動であることに注意する．

4 最適ポートフォリオ（マルチンゲール法）
本節では，完備市場における制約なし最適ポートフォリオ問題（効用最大化問題）を考える際に，良く知ら
れた事実を紹介する（証明の詳細は Karatzas and Shreve(1998), Theorem 7.6）．
価値関数 V を

V (W ) := sup
π∈A(W )

E[U(Wπ(T ))] (7)

と定義すると，期末における最適富Wπ∗
(T )
(
π∗ = argmaxπ∈A(W ) E [U(Wπ(T ))]

)は
Wπ∗

(T ) = I(Y(W )H0(T ))

で表すことができ，価値関数 V は

V (W ) = G(Y(W ))

5



と表すことができる．ただし，I ∈ C1(0,∞)は U ′ の逆関数であり，Y は次の関数 X の逆関数である．

X (y) = E0[β(T )I(yH0(T ))] = E[H0(T )I(yH0(T ))], 0 < y < ∞.

また，

G(y) := E[U(I(yH0(T )))], 0 ≤ y ≤ ∞

である．ただし，β(t) := 1/S0(t)， H0(t) := β(t)Z(t)は時刻 tにおける状態価格密度，E0[・]は P0 の下で
の期待値作用素である．
このとき，最適ポートフォリオは Ocone and Karatzas (1991)より以下のように表現することができる．

定理 1 (Ocone and Karatzas, 1991)

ある定数 α, β,K について

I(y) + |I ′(y)|≤ K(yα + y−β), 0 < y < ∞

が成り立つと仮定する. このとき, 最適ポートフォリオは以下で表せる．

(π∗(t))
⊤
σ(t) =− 1

β(t)
{θ⊤(t)E0[β(T )Y(W )H0(T )I

′(Y(W )H0(T ))|Ft]}

+E0

[
β(T )ϕ′(Y(W )H0(T ))

(∫ T

t

Dtr(u)du+

d∑
α=1

∫ T

t

{Dtθα(u)}dwα
0 (u)

)
|Ft

]

ただし, ϕ(y) := yI(y), 0 < y < ∞であり, Dtr(u), Dtθα(u), α = 1, 2, . . . , dはそれぞれ r(u), θα(u)のマリ
アバン微分である.

また, r と θ は次の条件を満たすとする:

1. R値発展的可測な確率過程 rは有界; r(s,・) ∈ D1,1 s ∈ [0, T ] a.s.ただし，D1,1は (s, ω) 7→ Dr(s, ω) ∈
(L2([0, T ]))d が発展的可測な修正を持ち,

‖r‖a1,1:= E

(∫ T

0

|r(s)|2ds

) 1
2

+

(∫ T

0

‖Dr(s)‖2ds

) 1
2

 < ∞

をセミノルムとするソボレフ空間である. ただし, ‖・‖ は L2([0, T ]) ノルムであり, ‖Dr(s)‖2:=∑r
i=1‖Dir(s)‖2 である．ただし，Di は wi に関するマリアバン微分である．

2. Rd 値発展的可測な確率過程 θ は有界; θ(s,・) ∈ (D1,1)
d, s ∈ [0, T ] a.s.である．

3. ある p > 1に対して

E

(∫ T

0

‖Dr(s)‖2ds

) p
2

 < ∞, E

(∫ T

0

‖Dθ(s)‖2ds

) p
2

 < ∞.

ただし，‖Dθ(s)‖2:=
∑d

i,j=1‖Diθj(s)‖2 である．

このとき，実確率測度 Pについて上記の定理を書き直すことができる．
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定理 2 (Takahashi and Yoshida, 2004)

定理 1と同じ条件の下で, 最適ポートフォリオは確率測度 Pの下で次の表現を持つ:

(π∗(t))
⊤
σ(t) = Wπ∗

(t)θ⊤(t)−E

[
H0(T )

H0(t)
ϕ′(Y(W )H0(T ))|Ft

]
θ⊤(t)

−E

[
H0(T )

H0(t)
ϕ′(Y(W )H0(T ))×

(∫ T

t

Dtr(u)du+

d∑
α=1

{∫ T

t

{Dtθα(u)} dwα(u) +

∫ T

t

{Dtθα(u)du}

})
|Ft

]

ただし, Wπ∗
(t)は時刻 tの最適富であり, 以下で表せる:

Wπ∗
(t) = E

[
H0(T )

H0(t)
I(Y(W )H0(T ))|Ft

]
.

注意 1 最適ポートフォリオにおいて，右辺第一項は 1期間の最適ポートフォリオを表しており，”平均分散
ポートフォリオ”と呼ばれる．また，右辺第二項以降は多期間特有の項で，Merton（1971）では”ヘッジ需要”

と呼ばれる将来の不確実性に対するヘッジの需要を表す．Dtr(u), Dtθα(u)はそれぞれ将来の金利変化とリス
クの市場価格の変化を表現している．

最適ポートフォリオ π(t)は特別な場合に簡単に導くことができる．

例 3 1. 対数効用の場合：U(x) = log(x)

このとき，ϕ ≡ 1より最適ポートフォリオ π∗(t)は

π∗(t) = θ⊤(t)σ−1(t)Wπ∗
(t)

となる．つまり，対数効用の場合，最適ポートフォリオウエイト π∗(t)/Wπ∗
(t)は超過収益率ベクトル

に共分散行列の逆行列を掛けたものである．
2. ベキ効用かつ投資機会が一定の場合
このとき，Dtr(u) ≡ 0, Dtθα(u) ≡ 0より最適ポートフォリオ π∗(t)は

π∗(t) = θ⊤(t)σ−1(t)Wπ∗
(t)

となり，対数効用の場合と同じ結果となる．

このようなポートフォリオは，1期間の最適ポートフォリオと同一であるため近視眼的ポートフォリオと呼ば
れる．

5 Markovian Setting

本節では，次節で漸近展開法を適用するための準備として，Takahashi and Yoshida (2004)に基づいて数
学的準備を行う．具体的には状態変数がマルコフ型の確率微分方程式に従うことを仮定する．
すべての確率変数は [t, T ]上のWienner空間で定義されるものとし，状態変数 Xε

t を以下の確率微分方程
式に従う d次元の確率過程とする．

dXε
u = v0(X

ε
u, ε)du+ v(Xε

u, ε)dwu, Xε
t = x.

7



また，今後の計算を簡単にするために，以下の確率微分方程式で定義される d × d 行列値確率過程 yεt ={
yεt,u : u ∈ [t, T ]

}に対する以下の確率微分方程式が一意な解を持つとする．
dyεt,u =

d∑
α=0

∂xvα(X
ε
u, ε)y

ε
t,udw

α
u , yεt,t = I.

ただし, u ∈ [t, T ]で，ε ∈ (0, 1]は漸近展開に用いられるパラメータであり，

v0 ∈ C∞
b (Rd × (0, 1];Rd),

v = (vβ)
d
β=1 ∈ C∞

b (Rd × (0, 1];Rd ⊗Rd)

とする*1．また，I は d× dの単位行列である．
以下の議論では，r ∈ C∞

b (Rd;R+)，θ ∈ C∞
b (Rd;Rd)と仮定し，r, θ, σ は全て状態変数 Xε

u により次のよ
うに決定されるとする．

r(u) = r(Xε
u), θ(u) = θ(Xε

u), σ(u) = σ(Xε
u).

上記の設定の下で定理 2の系を導くことができる．

系 1 (Takahashi and Yoshida, 2004)

上記の設定の下で，最適ポートフォリオは以下のように表すことができる．

(π∗(t))
⊤
σ(x) =

{
Wπ∗

(t)−E [H0,t,Tϕ
′(YH0,t,T )]

}
θ⊤(x)

−E

[
H0,t,Tϕ

′(YH0,t,T )

(∫ T

t

∂r(Xε
u)y

ε
t,uv(x, ε)du+

d∑
α=1

∫ T

t

∂θα(X
ε
u)y

ε
t,uv(x, ε)dw

α(u)

+

d∑
α=1

∫ T

t

θα(X
ε
u)∂θα(X

ε
u)y

ε
t,uv(x.ε)du

)]
(8)

ただし，H0,t,T は以下で与えられる:

H0,t,T :=
H0(T )

H0(t)

= exp

(
−
∫ T

t

θα(X
ε
u)

⊤dw(u)− 1

2

∫ T

t

|θ(Xε
u)|2du−

∫ T

t

r(Xε
u)du

)
.

Y は次の式で決まる:

Wπ∗
(t) = E[H0,t,T I(YH0,t,T )].

以降では，効用関数をベキ型と仮定して議論する．

U(x) =
xγ

γ
, x ∈ (0,∞), γ ∈ (0, 1).

このとき，

I(x) = x−1/(1−γ), ϕ(x) = x−γ/(1−γ), ϕ′(x) = [−γ/(1− γ)] I(x)

と計算できる．これらを用いて最適ポートフォリオ (8)は以下のように書き直すことができる．

*1 C∞
b (Rd × (0, 1];E): 滑らかな関数 f : Rd × (0, 1] → E の偏微分係数 ∂n

x ∂
m
ε f(x, ε)がすべて有界であるものの集合
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系 2 (Takahashi and Yoshida, 2004)

ベキ型効用の仮定の下で，

(π∗(t))
⊤
σ(x) =

1

1− γ
Wπ∗

(t)θ(x)⊤ +
γ

1− γ
(Y)−1/(1−γ)E

[
(H0,t,T )

−γ/(1−γ)×(∫ T

t

∂r(Xε
u)y

ε
t,uv(x, ε)du+

d∑
α=1

∫ T

t

∂θα(X
ε
u)y

ε
t,uv(x, ε)dw

α(u)+

+

d∑
α=1

∫ T

t

θα(X
ε
u)∂θα(X

ε
u)y

ε
t,uv(x, ε)du

)]
,

ただし，Y は以下の解である．

Wπ∗
(t) = (Y)−1/(1−γ)E

[
(H0,t,T )

−γ/(1−γ)
]
.

また，最適ポートフォリオウエイト π∗/Wπ∗ について整理すると次のようになる．

(π∗(t))
⊤
/Wπ∗

(t) =
1

1− γ
θ(x)⊤σ−1(x) +

γ

1− γ

1

E
[
(H0,t,T )−γ/(1−γ)

]E [(H0,t,T )
−γ/(1−γ)×(∫ T

t

∂r(Xε
u)y

ε
t,uv(x, ε)du+

d∑
α=1

∫ T

t

∂θα(X
ε
u)y

ε
t,uv(x, ε)dw

α(u)+

+

d∑
α=1

∫ T

t

θα(X
ε
u)∂θα(X

ε
u)y

ε
t,uv(x, ε)du

)]
σ−1(x). (9)

以降では，最適ポートフォリオウエイト (9)を漸近展開法で展開する．

6 漸近展開法
本節では，前節での仮定の下で Takahashi and Yoshida (2004)に基づいて状態変数とそれに関する関数の
漸近展開を行う．
まず, Xε

u と yεt,u の漸近展開を導く.

仮定 1

v(・, 0) ≡ 0.

仮定 1より ε → 0の極限過程 (X0
u)u∈[t,T ] は次の常微分方程式の一意な解となる．

X0
u = x+

∫ u

t

v0(X
0
s , 0)ds.

ここで，σ(X0
u)は ∀u ∈ [t, T ]に対して非退化と仮定する.さらに, 極限過程 yt,s := y0t,s = limε→0 y

ε
t,s は以下

の常微分方程式の解となる:

dyt,s = ∂xv0(X
0
s , 0)yt,sds, s ∈ [t, T ] (10)

yt,t = I.

9



このとき，以下で定義される確率過程

D(t;u) :=
∂Xε

u

∂ε
|ε=0, E(t;u) :=

∂2Xε
u

∂ε2
|ε=0, y

[1]
t,u :=

∂yεt,u
∂ε

|ε=0 (11)

はそれぞれ以下の確率微分方程式に従う． dD(t;u) = ∂xv0(X
0
u, 0)D(t;u)du+

d∑
α=0

∂εvα(X
0
u, 0)dw

α

D(t; t) = 0,

(12)



dE(t;u) =∂xv0(X
0
u, 0)E(t;u)du+ ∂2

xv0(X
0
u, 0)[D(t;u)]du

+ 2

d∑
α=0

∂x∂εvα(X
0
u, 0)D(t;u)dwα

+

d∑
α=0

∂2
εvα(X

0
u, 0)dw

α,

E(t; t) =0,

(13)


dy

[1]
t,s =∂xv0(X

0
s , 0)y

[1]
t,sds+ ∂2

xv0(X
0
s , 0)[D(t; s)]yt,sds

+

d∑
α=0

∂ε∂xvα(X
0
s , 0)yt,sdw

α
s ,

y
[1]
t,t =0.

(14)

ただし，D(i)(t, s)は D(t; s)の要素 i，(yt,s)
(i,・) は yt,s の第 i列であり，

∂2
xv0(X

0
u)[D(t;u), D(t;u)] :=

d∑
i=1

d∑
j=1

∂xi∂xjv0(X
0
u, 0)D

(i)(t;u)D(j)(t;u)

∂2
xv0(X

0
s , 0)[D(t; s)]yt,sds :=

d∑
i=1

d∑
j=1

∂xi∂xjv0(X
0
s , 0)D

(j)(t; s)(yt,s)
(i,・)

である．
計算が煩雑になることを防ぐために，記号を定義する．

Xu = X0
u, yu = y0u,

vαu = v[0]αu = vα(Xu, 0), α = 0, 1, . . . , r

∂ = ∂x = (∂1, . . . , ∂d)
⊤, ∂i = ∂xi

このとき，Xε
u と yεt,u は次の漸近展開を持つ．

補題 1 Xε
u と yεt,u の漸近展開は以下のように導ける．

Xε
u = Xu + εD(t;u) +

ε2

2
E(t;u) + o(ε2),

yεt,u = yt,u + εy
[1]
t,u + o(ε),
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ただし,

D(t;u) = yt,u

∫ u

t

y−1
t,s

d∑
α=0

∂εvαsdw
α
s ,

E(t;u) = yt,u

∫ u

t

y−1
t,s {∂2v0s}[D(t; s), D(t; s)]ds+ 2

d∑
α=0

∂∂εvαsD(t; s)dwα +

d∑
α=0

∂2
εvαsdw

α,

y
[1]
t,u = yt,u

∫ u

t

(yt,s)
−1

[
∂2v0s[D(t; s)]yt,sds+

d∑
α=0

∂ε∂vαsyt,sdw
α
s

]
.

以降で用いる細かな漸近展開の結果については Appendix A節にまわすことにする．このとき，以下の定理
が成り立つ．

定理 3 仮定 1と仮定 2の下で，ベキ効用の最適ポートフォリオウエイトの εオーダーまでの漸近展開は以下
で与えられる．

(π∗(t))
⊤
/Wπ∗

(t) =
1

1− γ
θ⊤(x)σ−1(x) +

γ

1− γ
ε

(∫ T

t

∂r[0](u)yt,udu+
1

1− γ
×

×
d∑

α=1

∫ T

t

θ[0]α (u)∂θ[0]α (u)yt,udu

)
∂εv(x, 0)σ

−1(x) + o(ε). (15)

このとき，2節の πasy, Zasy は以下のように具体的に表現することができる．

(πasy(t))
⊤
/Wπasy(t) =

1

1− γ
θ⊤(x)σ−1(x) +

γ

1− γ
ε

(∫ T

t

∂r[0](u)yt,udu+
1

1− γ
×

×
d∑

α=1

∫ T

t

θ[0]α (u)∂θ[0]α (u)yt,udu

)
∂εv(x, 0)σ

−1(x), (16)

Zasy(t) =(1− γ)×

(
1

1− γ
θ⊤(x)σ−1(x) +

γ

1− γ
ε

(∫ T

t

∂r[0](u)yt,udu+
1

1− γ
×

×
d∑

α=1

∫ T

t

θ[0]α (u)∂θ[0]α (u)yt,udu

)
∂εv(x, 0)σ

−1(x)

)
σ(x)− θ(x). (17)

7 最適ポートフォリオ問題の BSDE表現
以降では簡単のために，金利 r ≡ 0と仮定する．これまでの仮定の下で Hu et al. (2005)より以下の定理が
導かれる．

定理 4 価値関数は以下で与えられる：

V (x) =
1

γ
xγ exp(Y0), x > 0, (18)

ただし，Y0 は以下の BSDEの解 (Y, Z) ∈ H∞(R)×H2(Rm)で与えられる：

Yt = 0−
∫ T

t

ZsdWs −
∫ T

t

f(s, Zs)ds, t ∈ [t, T ], (19)
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ただし，

f(t, z) = −γ|z + θt|2

2(1− γ)
− 1

2
|z|2. (20)

このとき，最適ポートフォリオは以下で与えられる：

(π∗
t )

⊤/Wπ∗

t =
1

1− γ
(Zt + θt)σ

−1
t . (21)

8 提案手法の整理
以下では，本提案手法の有効性を確認するために以下の 4つ手法を数値例をもとに比較検証する．

1. 直接法：
以下の効用最大化問題を直接解く．

V (x) = sup
π

E[U(Ŵπ
T )], (22)

ただし，Ŵπ
T は以下の確率微分方程式のオイラー・丸山近似である．

W (t) = W (0) +

∫ t

0

π(s)⊤ [b(s)ds+ σ(s)dw(s)] , W (0) = W > 0.

2. DeepSolver法：
以下の問題を機械学習を用いて解く．

inf
Y0,Z

E

[∣∣∣0− ŶT

∣∣∣2] (23)

ただし，ŶT は以下の BSDEに対応する確率微分方程式のオイラー・丸山近似であり，

Yt = 0−
∫ T

t

Zsdws −
∫ T

t

f(s, Zs)ds, t ∈ [t, T ], (24)

ただし，f(t, z)は (20)で与えられる．
3. 漸近展開法＋ DeepSolver法：
上記の DeepSolver法に加えて，Z を漸近展開法による近似 Zasy と残りの部分 Zrem(= Z − Zasy)に
分け Zasy は漸近展開法の結果を代入し Zrem のみ学習する．

inf
Y0,Zrem

E

[∣∣∣0− ŶT

∣∣∣2] (25)

ただし，ŶT は以下の BSDEに対応する確率微分方程式のオイラー・丸山近似である．

Yt = 0−
∫ T

t

(Zasy,s + Zrem,s)dws −
∫ T

t

f(s, Zasy,s + Zrem,s)ds, t ∈ [t, T ]. (26)

4. MV＋ DeepSolver法：
漸近展開法＋ DeepSolver法において，Z の漸近展開法による近似 Zasy のうち，平均分散（以下，MV

と示す）の項である

ZMV := (1− γ)× 1

1− γ
θ(x)⊤σ−1(x)× σ(x)− θ(x) (27)
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と残りの部分 Zrem に分け ZMV は (27)を代入し Zrem のみ学習する．

inf
Y0,Zrem

E

[∣∣∣0− ŶT

∣∣∣2] (28)

ただし，ŶT は以下の BSDEに対応する確率微分方程式のオイラー・丸山近似である．

Yt = 0−
∫ T

t

(ZMV,s + Zrem,s)dws −
∫ T

t

f(s, ZMV,s + Zrem,s)ds, t ∈ [t, T ]. (29)

つまり，ZMV は Zasy のゼロ次部分に相当する．

9 数値例

dθt = k2(θ̄ − θt)dt+ εσ2dwt, (30)

ただし，wt は 1次元標準ブラウン運動である．また前述の通り金利 r は 0とし，d = 1とする．このとき，1

つのリスク資産は以下で表される：

dSt = St(σθtdt+ σdwt), (31)

ただし，初期条件は S0 = sし，wt は (30)式と同一とする. リスク資産への資産配分を π とすると，資産は
以下のように決まる：

Wπ
t = W +

∫ t

0

Wπ
u πu

Su
dSu = x+

∫ t

0

πuσu(dWu). (32)

投資家の効用関数は引き続き以下のベキ効用とする．

U(x) =
1

γ
xγ , x ≥ 0, γ ∈ (0, 1). (33)

各パラメータの値は Detemple et al. (2003); Takahashi and Yoshida (2004) を参考に θ0 = 0.1, σ =

0.2, T = 1, w0 = 1, ϵ = 0.03637, k1 = 0.0824, k2 = 0.6950, θ̄ = 0.0871とする．γ と σ2 の値に関しては以下
4つの異なる数値例を扱う．

1. γ = 0.5, σ2 = 0.21/0.03637× 2

2. γ = 0.5, σ2 = 0.21/0.03637× 1

3. γ = 0.2, σ2 = 0.21/0.03637× 2

4. γ = 0.2, σ2 = 0.21/0.03637× 1

以降では，「機械学習」と言った場合，ニューラルネットワークを用いることを意味するとする．本研究で
用いるすべてのニューラルネットワークはインプットを t, γ, θt, σ の 4つの変数として隠れ層の数は 3層でそ
れぞれセル数は 4・3・2である．学習率は 10−3 とおく．また，バッチノーマライゼーションを各層に適用し
最適化は Adamを使用する．
なお，機械学習によって得られた (Y, Z)の推定値 (Ŷ , Ẑ)，あるいはそこから求められる (V̂0, π̂)について，

π̂ により達成される価値関数の値 V π̂
0 = E

[
U(W π̂

T )
] と，V̂0 は必ずしも一致しないことに注意する．このた
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め，ポートフォリオ自身に興味がある場合，V̂0 や損失関数の大小は適切な規準となり得ない可能性がある．
そこで，本研究ではポートフォリオ π̂ に対して，アウトオブサンプル（以下，OS）での価値関数の推定値

V π̂,n :=
1

n

n∑
i=1

U(Ŵ π̂,i
T ) ≈ E

[
U(W π̂

T )
]
, (34)

を評価の規準として加えた．ただし，nはアウトオブサンプル（トレーニングで使用していない）のサンプル
パスの数，Ŵ π̂,i

T は富過程のオイラー・丸山近似の i番目のパスにおける実現値である．またオイラー・丸山
近似の離散幅を ∆tと記載し以下の数値実験では ∆t = 1/50とする．

9.1 直接法
まず，例 1：γ = 0.5, σ2 = 0.21/0.03637 × 2の場合における期待効用最大化問題を直接法で解いた場合の
結果を示す．

(a) 損失関数：-V̂0 (b) 初期ウエイト：(π̂0) (c) OSでの期待効用：(V̂ π̂,n
0 )

例 1を直接法で解いた場合の損失関数・初期ウエイト・アウトオブサンプルでの期待効用を示す．横軸はトレーニン
グ回数で縦軸がそれぞれ損失関数・初期ウエイト・アウトオブサンプルでの期待効用の値である．

図 1: 直接法

図 1は損失関数 (−V̂0)，アウトオブサンプルでの期待効用 (V̂ π̂,n
0 )，初期ウエイト (π̂0)を図示したものであ

る．まず，損失関数の値が 6,400回以降の値が消えていることを指摘しておく．勾配消失や勾配爆発の結果，
それ以降の計算ができなかったためである*2．また，損失関数の値や初期ウエイトの変動幅が大きく問題の解
が収束しているかどうかの判断ができない．つまり，今回のような設定下で期待効用最大化問題を直接法で解
こうとすると難しいことが分かる．

9.2 4つのモデル比較
次に本提案手法を含めた 4つのモデルの比較の結果を示す．

9.2.1 例 1：γ = 0.5, σ2 = 0.21/0.03637× 2

損失関数の結果を図 2に示す．まず，DeepSolver法と本提案手法，MV+DeepSolver法ともに 1万回のト
レーニングまで完了していることが確認できる．本提案手法は DeepSolver法やMV＋ DeepSolver法と比較
して収束スピードが速く最初の 100回前後の学習で収束している．また損失関数の変動幅も相対的に小さく

*2 この現象は他のランダムシードやパラメータを変更した際にも同様の結果となる．
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図 2: 損失関数

例 1を DeepSolver法・MV+DeepSolver法・漸近展開法 +DeepSolver法で解いた場合の損失関数を示す．横軸は
トレーニング回数で縦軸が損失関数の値である．

安定していることが分かる．ただし，直接法の損失関数は期待効用に −1をかけたものであり，他の 3つの手
法の損失関数とは異なるため比較対象とせず図 2にも掲載していない．これは他の例でも同様である．
図 3に初期ポートフォリオウエイトを示す．まず，直接法の初期ウエイトは他のモデルと比較して変動幅が
高く上手く収束していないことが確認できる．一方で，DeepSolver法や本提案手法は変動幅は相対的に小さ
く 1.45近辺に解があるように見て取れる．また，MV+DeepSolver法は DeepSolver法や本提案手法と比較
して収束が遅いことが分かる．
図 4はアウトオブサンプルにおける期待効用の結果である．まず，直接法で解いた場合よりも DeepSolver

法で解いた方が期待効用が高いことが確認できる．さらに，DeepSolver法と本提案手法の期待効用を比較す
ると最初の数回のトレーニング時点で本提案手法の方が安定的に期待効用が高いことが分かる．さらに，ト
レーニング回数が増加しても一部を除きほとんどのケースで本提案手法の期待効用が高い．一見，初期ウエイ
トの結果を見ると DeepSolver法と差がないように見えるが，アウトオブサンプルで比較すると本提案手法の
方が良い結果を示していることがわかる．また，MV+DeepSolver法との比較においても同様で本提案手法の
方が期待効用が高いことが分かる．最後に，DeepSolver法とMV+DeepSolver法を比較すると，トレーニン
グ回数が少ない場合には前者の方が値が大きく，トレーニング回数が増加するにつれ関係が逆転している．

9.2.2 例 2：γ = 0.5, σ2 = 0.21/0.03637× 1

損失関数の結果を図 5に示す．例 1と同様に本提案手法は DeepSolver法やMV+DeepSolver法と比較し
て収束スピードが速いことが確認できる．また損失関数の変動幅も相対的に小さく安定していることが分か
る．また，例 1と比較すると 3手法いずれについても損失関数の値が小さくなっていることもわかる．これは
θ のボラティリティが低いことに起因すると考えられる．
図 6に初期ポートフォリオウエイトを示す．例 1と同様に直接法の初期ウエイトは収束しておらず変動幅
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図 3: 初期ウエイト

例 1を DeepSolver法・MV+DeepSolver法・漸近展開法 +DeepSolver法で解いた場合の初期ウエイトを示す．横
軸はトレーニング回数で縦軸が初期ウエイトの値である．

図 4: アウトオブサンプルでの期待効用

例 1を DeepSolver法・MV+DeepSolver法・漸近展開法 +DeepSolver法で解いた場合のアウトオブサンプルでの
期待効用を示す．横軸はトレーニング回数で縦軸がアウトオブサンプルでの期待効用の値である．
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図 5: 損失関数

例 2を DeepSolver法・MV+DeepSolver法・漸近展開法 +DeepSolver法で解いた場合の損失関数を示す．横軸は
トレーニング回数で縦軸が損失関数の値である．

図 6: 初期ウエイト

例 2を DeepSolver法・MV+DeepSolver法・漸近展開法 +DeepSolver法で解いた場合の初期ウエイトを示す．横
軸はトレーニング回数で縦軸が初期ウエイトの値である．
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も高い一方で，本提案手法は比較的早い学習ステップにおいて収束しているように見える．また，本提案手
法は DeepSolver 法や MV+DeepSolver 法と比較しても収束スピードが速い．ただし，トレーニング回数が
8000回程度に達すると，変動幅が DeepSolver法と同水準まで拡大している．こうした現象は Takahashi et

al. (2021)などでも見られる．最後に，例 1と比較すると損失関数同様，全体の収束が速いことにも注意して
おく．

図 7: アウトオブサンプルでの期待効用

例 2を DeepSolver法・MV+DeepSolver法・漸近展開法 +DeepSolver法で解いた場合のアウトオブサンプルでの
期待効用を示す．横軸はトレーニング回数で縦軸がアウトオブサンプルでの期待効用の値である．

図 7はアウトオブサンプルにおける期待効用の結果である．トレーニング回数が少ない場合では本提案手法
は他の手法に比べて大きく優れたパフォーマンスを示す．一方で，トレーニング回数が 4000を超えるとそれ
ほど大きなパフォーマンスの違いは見られない．また，DeepSolver法とMV+DeepSolver法との比較につい
ては概ね例 1と同様である．

9.2.3 例 3：γ = 0.2, σ2 = 0.21/0.03637× 2

γ → 0とすると系 2からも分かるように最適ポートフォリオは平均分散ポートフォリオに近づき，手法 3は
手法 4に収束する．そこで以下では γ を 0.2に設定し，MV以外の影響が低い状況においても本提案手法が有
効か検証する．すなわち，この例では γ = 0.5のとき比較してMV+DeepSolver法と本提案手法の事前知識
ZMV, Zasy に差が生じにくい．このようなケースにも本提案手法が相対的に優れたパフォーマンスを示すか否
かを確認する．
損失関数の結果を図 8に示す．本提案手法の値は 500回程度で大きく低下し他の手法と比べても最も速い．
一方で，MV+DeepSolver法の収束スピードも DeepSolver法と比較すると速く，変動幅は最も低いことが確
認できる．本提案手法においては 5000回以上の学習ステップでは損失関数の変動幅が DeepSolver法と同程
度まで大きくなっていることがわかる．
図 9に初期ポートフォリオウエイトを示す．初期ウエイトにおいても本提案手法が最も速く 0.67程度に安
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図 8: 損失関数

例 3を DeepSolver法・MV+DeepSolver法・漸近展開法 +DeepSolver法で解いた場合の損失関数を示す．横軸は
トレーニング回数で縦軸が損失関数の値である．

図 9: 初期ウエイト

例 3を DeepSolver法・MV+DeepSolver法・漸近展開法 +DeepSolver法で解いた場合の初期ウエイトを示す．横
軸はトレーニング回数で縦軸が初期ウエイトの値である．
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定する．一方で，DeepSolver法は一貫して変動幅が高く収束しているとは言えない可能性がある．また，本
提案手法においても学習ステップが 5000回以上になると初期ウエイトの変動幅が大きくなっており，これは
損失関数のときに見た現象と同じである．MV+DeepSolver法については，本提案手法よりも収束にトレーニ
ング回数を要するものの，例 1と比べて差が小さくなることも分かる．

図 10: アウトオブサンプルでの期待効用

例 3を DeepSolver法・MV+DeepSolver法・漸近展開法 +DeepSolver法で解いた場合のアウトオブサンプルでの
期待効用を示す．横軸はトレーニング回数で縦軸がアウトオブサンプルでの期待効用の値である．

図 10はアウトオブサンプルにおける期待効用の結果である．まず，例 1，2と異なりMV+DeepSolver法
が DeepSolver法をアウトパフォームしている．これは前述のとおり，γ = 0.2としたため真のポートフォリ
オが平均分散ポートフォリオに近づいたことによると考えられ，自然な結果に思われる．一方で，本提案手法
とMV+DeepSolver法のパフォーマンスの間には依然として大きな差があることは注目に値する．

9.2.4 例 4：γ = 0.2, σ2 = 0.21/0.03637× 1

損失関数の結果を図 11に示す．まず，σ2 の低下により全体的に値が下がることは以前の例と同様である．
また，本提案手法が最も速く低下することも変わらない．一方で，トレーニング回数が 4000を超えると本提
案手法に比べ DeepSolver法やMV+DeepSolver法の変動幅が著しく小さくなっている．
図 12に初期ポートフォリオウエイトを示す．損失関数における比較とほぼ同様の傾向が見られ，これまで
の例と違い，本提案手法の優位性はそれほど大きくない印象を受ける．
図 13はアウトオブサンプルにおける期待効用の結果である．これを見ると損失関数や初期ウエイトでの比
較と大きく異なり，やはり本提案手法が安定的に優位であることが分かる．本研究においてはポートフォリオ
が実際に達成する価値関数の値に最も興味があるため，こうした比較の重要性が示唆される結果になった．

20



図 11: 損失関数

例 4を DeepSolver法・MV+DeepSolver法・漸近展開法 +DeepSolver法で解いた場合の損失関数を示す．横軸は
トレーニング回数で縦軸が損失関数の値である．

図 12: 初期ウエイト

例 4を DeepSolver法・MV+DeepSolver法・漸近展開法 +DeepSolver法で解いた場合の初期ウエイトを示す．横
軸はトレーニング回数で縦軸が初期ウエイトの値である．
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図 13: アウトオブサンプルでの期待効用

例 4を DeepSolver法・MV+DeepSolver法・漸近展開法 +DeepSolver法で解いた場合のアウトオブサンプルでの
期待効用を示す．横軸はトレーニング回数で縦軸がアウトオブサンプルでの期待効用の値である．

10 結論
本稿では最適ポートフォリオ問題を BSDEで表現し漸近展開法と DeepSolver法を組み合わせることでよ
り効率的に解く方法を提案した．これまで BSDEに対する数値解法は，漸近展開法と組み合わせるものも含
め多くの手法が提案されていたが，筆者の知る限り，本稿で扱ったような最適ポートフォリオ問題への応用は
既に述べた通り容易でないものが多い．
そこで本稿では最適ポートフォリオを漸近展開法により近似し，それを DeepSolver法により補完する方法
を提案した．数値例からわかるように全ての例において本提案手法はトレーニング回数が少ない段階で損失関
数がより速く低下し収束に向かうような振る舞いをみせた．また，初期ウエイトにおいても同様の傾向が見ら
れることを確認した．一方で，トレーニング回数が増加すると損失関数や初期ウエイトは本提案手法よりも
DeepSolver法やMV+DeepSolver法の方が相対的に変動幅が低く安定していた．また本研究では，損失関数
や初期ウエイトに加えて，推定されたポートフォリオのパフォーマンスを確認するためにアウトオブサンプル
での期待効用を比較の規準に含めた．その結果，アウトオブサンプルでの期待効用においてはトレーニング回
数が増加するに従い直接法以外の 3手法に差はなくなるが，トレーニング回数が少ない場合にも本提案手法は
高い値を取っていることが確認できた．実務上特に重要であるポートフォリオの比較には損失関数や初期ウエ
イトのみで判断するのではなく，アウトオブサンプルでの期待効用を用いることの重要性が改めて強調される
結果となった．
今後の課題としては漸近展開法の精度を上げることが考えられる．ただし，先行研究では漸近展開法の次数
を上げることによる改善効果は限定的であることが示唆されている．このほか，実務的に重要なより多くの例
を通して手法の有効性の頑健性を行うことも必要であると考えている．また，今回は制約なしの最適ポート

22



フォリオ問題を扱ったが，制約あり最適ポートフォリオ問題についても漸近展開法と機械学習を組み合わせ
ることでより効率的に最適ポートフォリオを数値的に導くことも考えられる．こちらは今後の研究課題とし
たい．
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Appendix A 漸近展開の準備
以下の形で表される確率過程の漸近展開について Takahashi and Yoshida (2004)に沿って結果を述べる．

ζεt,u := exp

(∫ u

t

a0(X
ε
s )ds+

∫ u

t

a(Xε
s )dws

)
, (35)

ただし, a0 ∈ C∞
↑ (Rd;R)，a ∈ C∞

↑ (Rd;Rr)*3とする．
ここで, ζεt,T について以下の可積分条件を仮定する．

仮定 2

∀p ∈ (1,∞), sup
ε∈(0,1]

‖ζεt,T ‖p< ∞. (36)

このとき, ζεt,u の漸近展開を導くことができる．

補題 2 仮定 2の下で, ζεt,T は次の漸近展開を持つ． ∀p > 1,

ζεt,T ∼ ζ0t,T + εζ
[1]
t,T +

ε2

2
ζ [2] + o(ε2). (37)

ただし, 

ζ0t,T =exp

(∫ T

t

a0(Xs)ds+

∫ T

t

a(Xs)dws

)
,

ζ
[1]
t,T =ζ0t,T

(∫ T

t

∂xa0(Xs)D(t; s)ds+

∫ T

t

∂za(Xs)D(t; s)dws

)

ζ
[2]
t,T =ζ0t,T


(∫ T

t

∂xa0(Xs)D(t; s)ds+

∫ T

t

∂xa(Xs)D(t; s)dws

)2


+ ζ0t,T

{∫ T

t

∂xa0(Xs)E(t; s)ds+

∫ T

t

∂xa(Xs)E(t; s)dws

}

+ ζ0t,T

{∫ T

t

∂2
xa0(Xs)[D(t; s), D(t; s)]ds+

∫ T

t

∂2
xa(Xs)[D(t; s), D(t; s)]dws

}
また， 次の確率過程の漸近展開を導く．

gα,ε =

∫ T

t

∂f(Xε
u)Y

ε
t,uV (xt, ε)dw

α
u , α = 0, 1, . . . , r, (38)

ただし, f ∈ C∞
↑ (Rd;R)である．

このとき，gα,ε の漸近展開を導くことができる．

補題 3 gα,ε は次の漸近展開を持つ．∀p > 1,

gα,ε ∼ εgα,[1] +
ε2

2
gα,[2] + o(ε2),

*3 C∞
↑ (Rd;R): C∞(Rd;R)かつすべての偏微分係数が多項式オーダーであるものの集合
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ただし, 

gα,[1] =

∫ T

t

∂xf(Xu)[Yt,u∂εV (xt, 0)]dw
α
u

gα,[2] =2

∫ T

t

d∑
i=1

d∑
j=1

∂i∂jf(Xu)D
(j)(t;u)Y

(i,・)
t,u ∂εV (xt, 0)dw

α
u

+ 2

∫ T

t

d∑
i=1

∂if(Xu)Y
[1],(i,・)
t,u ∂εV (xt, 0)dw

α
u

+

∫ T

t

d∑
i=1

∂if(Xu)Y
(i,・)
t,u ∂2

εV (xt, 0)dw
α
u .

(39)

以上の準備の下で，最適ポートフォリオウエイト (9)に対する漸近展開を導く．(9)の第一項は現在の情報
を用いてすでに簡潔に表現できているので，第二項を E とおき，E に対して漸近展開を導く．

E ≡ 1

E
[
(H0,t,T )−γ/(1−γ)

]E [(H0,t,T )
−γ/(1−γ)×(∫ T

t

∂r(Xε
u)y

ε
t,uv(x, ε)du+

d∑
α=1

∫ T

t

∂θα(X
ε
u)y

ε
t,uv(x, ε)dw

α(u)+

+

d∑
α=1

∫ T

t

θα(X
ε
u)∂θα(X

ε
u)y

ε
t,uv(x, ε)du

)]
(40)

とおく．このとき，E の各項について考える．まず，補題 2を用いて H0,t,T を漸近展開する．

H0,t,T = exp

(
−
∫ T

t

θ(Xε
u)

⊤dw(u)− 1

2

∫ T

t

|θ(Xε
u)|

2
du−

∫ T

t

r(Xε
u)du

)

であるので，

a0(X
ε
s ) :=

(
γ

1− γ

)
r(Xε

s )r(X
ε
s ) +

∣∣∣∣ γ

2(1− γ)|θ(Xε
s )|

∣∣∣∣2 ,
a(Xε

s ) :=

(
γ

1− γ

)
θ∗(Xε

s ).

と定義すると，

ζεt,T ≡ (H0,t,T )
−γ/(1−γ).
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よって，補題 2より

(H0,t,T )
−γ/(1−γ) =exp

[
γ

1− γ

∫ T

t

r[0](u)du

]
exp

[
γ

2(1− γ)2

∫ T

t

∣∣∣θ[0](u)∣∣∣2 du]

× exp

[
−1

2

(
γ

1− γ

)2 ∫ T

t

∣∣∣θ[0](u)∣∣∣2 du+

(
γ

1− γ

)∫ T

t

θ[0](u)dw(u)

]

×

(
1 + ε

(
γ

1− γ

)∫ T

t

∂r[0](u)D(t;u)du

× ε

(
γ

1− γ

) d∑
α=1

∫ T

t

∂θ[0]α (u)D(t;u)dwα(u)

×ε

(
γ

1− γ

) d∑
α=1

∫ T

t

θ[0]α (u)∂θ[0]α (u)D(t;u)du

)
+ o(ε).

次に，補題 3を用いて積分(∫ T

t

∂r(Xε
u)y

ε
t,uv(x, ε)du+

d∑
α=1

∫ T

t

∂θα(X
ε
u)y

ε
t,uv(x, ε)dw

α(u) +

d∑
α=1

∫ T

t

θα(X
ε
u)∂θα(X

ε
u)y

ε
t,uv(x, ε)du

)
を漸近展開する．

gεr :=

∫ T

t

∂r(u)yεt,uv(x, ε)du

gα,εθ :=

∫ T

t

∂θα(u)y
ε
t,uv(x, ε)dw

α(u),

gα,εθ2 :=

∫ T

t

θα(u)∂θα(u)y
ε
t,uv(x, ε)du (41)

とおく．このとき，次の補題のように漸近展開が導ける．

補題 4 gεr , g
α,ε
θ , gα,εθ2 を ε2 のオーダーまで漸近展開すると以下が得られる*4．

gεr = εg[1]r +
1

2
ε2g[2]r + o(ε2),

gα,εθ = εg
α,[1]
θ +

1

2
ϵ2g

α,[2]
θ + o(ε2),

gα,εθ2 = εg
α,[1]
θ2 +

1

2
ε2g

α,[2]
θ2 + o(ε2), (42)

ただし，εの係数 g
[1]
r , g

α,[1]
θ , g

α,[1]
θ2 は以下で与えられ，

g[1]r =

∫ T

t

∂r[0](u)yt,u∂εv(x, 0)du,

g
α,[1]
θ =

∫ T

t

∂θ[0]α (u)yt,u∂εv(x, 0)dw
α(u),

g
α,[1]
θ2 =

∫ T

t

θ[0]α (u)∂θ[0]α (u)yt,u∂εv(x, 0)du, (43)

*4 ただし，以降の結果では ε−オーダーまでの結果を使用する．
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ε2 の係数 g
[2]
r , g

α,[2]
θ , g

α,[2]
θ2 は以下で与えられる．

g[2]r =2

(∫ T

t

∂2r[0](u)[D(t;u)]yt,udu+

∫ T

t

∂r[0]y
[1]
t,udu

)
∂εv(x, 0)+

+

(∫ T

t

∂r[0](u)yt,udu

)
∂2
εv(x, 0),

g
α,[2]
θ =2

(∫ T

t

∂2θ[0]α (u)[D(t;u)]yt,udw
α(u) +

∫ T

t

∂2θ[0]α (u)y
[1]
t,udw

α(u)

)
∂εv(x, 0)+

+

(∫ T

t

∂θ[0]α (u)yt,udw
α(u)

)
∂2
εv(x, 0),

g
α,[2]
θ2 =2

(∫ T

t

{
(∂θ[0]α (u))2 + θ[0]α (u)∂2θ[0]α (u)

}
[D(t;u)]yt,udu+

∫ T

t

θ[0]α (u)∂θ[0]α (u)y
[1]
t,udu

)
∂εv(x, 0)+

+

(∫ T

t

θ[0]α (u)∂θ[0]α (u)yt,udu

)
∂2
εv(x, 0). (44)

ただし，以下の記号を用いている．
(
∂θ[0]α (u)

)2
[D(t;u)]yt,u ≡

d∑
i=1

d∑
i=1

(∂iθ
[0]
α (u))(∂jθ

[0]
α (u))

{
D(j)(t;u)

}
yi,・t,u ,

∂2θ[0]α (u)[D(t;u)]yt,u ≡
d∑

i=1

d∑
j=1

∂i∂jθ
[0]
α (u)

{
D(j)(t;u)

}
y
(i,・)
t,u .

以上より， (40)の E の各項の漸近展開を導けたので，E の各期待値に対する漸近展開を求めると，まず，

E(1) :=E

[
(H0,t,T )

−γ/(1−γ) ×

(∫ T

t

∂r(Xε
u)y

ε
t,uv(x, ε)du+

+

d∑
α=1

∫ T

t

∂θα(X
ε
u)y

ε
t,uv(x, ε)dw

α(u)+

+

d∑
α=1

∫ T

t

θα(X
ε
u)∂θα(X

ε
u)y

ε
t,uv(x, ε)

)]
.

とおくと，E = 1

E[(H0,t,T )−γ/(1−γ)]
E(1)と書くことができ，E(1)の εオーダーまでの漸近展開は以下のよう

に導ける．

補題 5 E(1)の εのオーダーまでの漸近展開は以下のようになる．

E(1) =eγ/(1−γ)
∫ T
t

r[0](u)due[γ/2(1−γ)2]
∫ T
t

|θ[0](u)|2duε

(∫ T

t

∂r[0](u)yt,udu+

1

1− γ

d∑
α=1

∫ T

t

θ[0]α (u)∂θ[0]α (u)yt,udu

)
∂εv(x, 0) + o(ε). (45)

よって，このとき積に対する微分の関係を用いれば E の εオーダーまでの漸近展開は以下のように導ける．
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補題 6 Eの漸近展開 εオーダーまでの漸近展開は以下で与えられる．

E = ε

(∫ T

t

∂r[0](u)yt,udu+
1

1− γ

d∑
α=1

∫ T

t

θ[0]α (u)∂θ[0]α (u)yt,udu

)
×

∂εv(x, 0) + o(ε). (46)

補題 6 で求めた E の漸近展開を最適ポートフォリオウエイト (9) に代入すると，解析的な近似解が得ら
れる．
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